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Prefacio

La teoria de la probabilidad y la estadistica parece ser una de las herra-
mientas de la matemdtica més usadas en la préctica, y simultdineamente es
vista por sus practicantes y estudiantes como una de las dreas mas confusas y
dificiles de asimilar en la Ciencia. ;Cuél es la 16gica y los principios que le dan
coherencia a la idea de probabilidad? ;Debo coleccionar un arsenal de técni-
cas a la espera de que puedan resultar ttiles o existe una manera sistemética

de construir la técnica que necesito a la medida?

Este libro surge a partir de la unién de un conjunto de apuntes propios di-
sefiados para distintos cursos y coloquios de probabilidad bayesiana, teoria
de informacién y simulacién Monte Carlo, e intenta proponer un tratamiento
autocontenido —casi podriamos decir from scratch— de las herramientas de
la probabilidad y la inferencia, considerando esta tltima como el proceso de
razonamiento bajo informacién incompleta. La probabilidad la entenderemos
como una extension de la légica clésica, es decir, desde lo que se ha venido
a llamar la interpretacién bayesiana de la probabilidad. Sin embargo, hay una
diferencia importante que nos separa de la tradicién bayesiana: a diferencia
de los tratamientos usuales cuyo punto de partida son Los axiomas de Cox,
un punto central en este libro es que considera la idea de expectacién (en-
tendida como la estimacion de una cantidad bajo conocimiento incompleto)
como concepto fundamental, siendo la existencia de la probabilidad deducida
a partir de ésta. El enfoque es entonces fuertemente centrado en el célculo de

expectaciones y en las identidades matematicas que éstas satisfacen.

Entenderemos la estadistica como un caso particular de la inferencia, en
que se utilizan observaciones de una muestra para concluir propiedades de
una poblacién mayor. De esta forma, aunque no es nuestro foco principal,
se deducirdn algunos resultados clasicos como el método de minimos cua-
drados, el método de maxima verosimilitud, el concepto de histograma entre
otros.
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Piblico objetivo: El contenido de este libro puede ser cubierto en mayor o
menor profundidad en un curso de un semestre para estudiantes de
altimo afio de carreras STEM (ciencia, tecnologia, ingenieria y matema-
ticas). Para la lectura de este libro es requisito tinicamente un conoci-
miento de calculo en varias variables y de dlgebra lineal. El tratamiento
matematico no es excesivamente formal, dada la formacion en Fisica
del autor, sin embargo hay demostraciones importantes expuestas de
forma simplificada. En particular se decidi6é no usar el lenguaje de la
teoria de la medida.

Organizacion del libro: En Herramientas matemdticas comenzamos revisan-
do algunos elementos de métodos mateméticos como la delta de Dirac,
la funcién escalén de Heaviside, la aproximacién de Laplace, funcio-
nes generadoras y otros. A continuacién, El proceso de razonamiento
describe las clases de razonamiento que llamaremos deduccién e infe-
rencia, e introduce la idea de modelos actualizables bajo nueva informa-
cién. Luego revisamos elementos de la l6gica y la deduccion en Légica
proposicional. En Estimacién proponemos las reglas de la operaciéon
estimacion, y a partir de ella deducimos la existencia de la probabili-
dad, para conectar nuestros desarrollos en Probabilidad bayesiana con
la formulacién estandar de la probabilidad bayesiana. Continuamos en
Modelos probabilisticos describiendo las propiedades de las distribu-
ciones de probabilidad continuas y discretas, definiendo conceptos co-
mo media, varianza, distribuciéon acumulada entre otros, ademas de in-

troducir la distribucién normal.

A continuacién Estimaciéon de parametros muestra la aplicacién del
teorema de Bayes para el ajuste de pardmetros de un modelo en fun-
cién de datos observados, para continuar con Sumas de variables y la
distribucién normal donde se discute el comportamiento de la suma
de variables y el teorema del limite central. En Comparacién de mo-
delos vemos criterios para elegir entre dos modelos y entramos en el
area de teoria de la informacién, y muy ligado a ésta, El principio de
maxima entropia introduce el principio de mdxima entropia de Jaynes

como herramienta para la construccién o actualizacién de modelos.

Finalmente, el libro trata en Procesos Estocasticos algunas aplicaciones
a procesos donde el tiempo aparece de manera explicita, y revisamos
algunos elementos del formalismo para estudiar caminatas al azar (ran-
dom walks), para cerrar en Simulacién Monte Carlo introduciendo al-
gunas ideas de métodos computacionales ttiles en inferencia, como la

generacion de variables pseudoaleatorias y la simulacién Monte Carlo.
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Convenciones y notacién: Escribiremos las integrales, tanto definidas como

indefinidas, con el diferencial a la izquierda, como en
Z = / dxf(x).
0

En el caso de integrales multidimensionales sobre n variables x1, xo, . .., Xy,

en lugar de la forma usual

Z:/ dxydxy...dx, f(xq,..., %)
Q

donde () es el dominio de integracién, usaremos la forma compacta
Z = / dxf(x).
[ dxf()

Para denotar una familia de funciones f(x) parametrizada por un con-
junto de pardmetros 6 escribiremos f(x;0). Para derivadas en varias

dimensiones usaremos el operador nabla V,

Vf(x):af(x):<af. af).

ox oxy T 9x,
Usaremos la notacién
a:="b
para indicar que a es igual a b por definicién, mientras que

aéb

indica que no sabemos atin si a es igual a b. Ocasionalmente usaremos
la «notacién flecha» > para referirnos a una funcién como un mapa de
una o mds variables a una expresion. Por ejemplo, para referirnos a la
funcién raiz cuadrada, en lugar de escribir f(x) = /x, lo cual nos obli-

ga a inventar un nombre f, podremos referirnos a la funcién anénima

X — Vx,

donde el simbolo x es una variable muda. Cuando se trata de funciones
de un argumento, podremos usar también la «notacién punto» como en

2(5, ¢) para referirnos a la funcién z — g(5, z).

Usaremos marcas y simbolos en ptrpura para anotar los desarrollos 0 V) Del latin quod erat demons-
trandum, o «que era lo que se

demostraciones, como en .
queria demostrar».

(ax + b)? — b?
< a?x% + 2axb +JﬂZ—,bZ

< a’x? + 2axb

< ax(ax+2b) @
donde el simbolo @ reemplaza al clasico QED.
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Como estudiante, las férmulas destacadas en recuadros deberian resul-
tarle familiares —o al menos conocer de su existencia y dénde encon-
trarlas — al final de una lectura completa del libro. Similarmente los
teoremas y definiciones se encuentran destacados y en un indice en la

pagina X.

Aspectos técnicos de esta ediciéon: La tipografia del libro fue realizada con
ETEX bajo la distribuciéon TeX Live (https://tug.org/texlive) en el siste-
ma operativo Debian GNU/Linux (https://debian.org). Las figuras fue-
ron generadas usando la libreria Matplotlib (https://matplotlib.org) pa-
ra Python y el paquete TikZ (https://ctan.org/pkg/pgf) de IXIEX. Se reco-
mienda leer este documento PDF en un software habilitado para seguir
hipervinculos, los cuales son usados en las referencias a ecuaciones, bi-

bliograffa y glosario.

Ubicacién en la red: La version mas reciente de este libro estd disponible en

http://sdavis.cl/epi/epi.pdf de forma permanentemente.

Errata: La edicion que estd leyendo probablemente atin tiene muchos errores.
Si desea reportarlos, puede hacerlo a sergdavis@gmail.com con el asunto
«Errata EPI».

Piénselo muchas veces antes de imprimir este libro en papel.
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doras con colegas, alumnas y alumnos durante los tltimos diez afios.
En particular quisiera agradecer a Gonzalo Gutiérrez, Carlos Esparza,
Yasmin Navarrete, Diego Contreras, Diego Gonzéalez, Humberto Lo-
guercio, Joaquin Peralta, Ariel Caticha, Abiam Tamburrini, Felipe Mo-
reno, Vivianne Olguin, Haridas Umpierrez, Constanza Farias, Ignacio

Tapia, Boris Maulén, y muchas otras personas.

También me gustaria agradecer el apoyo del Centro de Investigaciéon y
Desarrollo en la Interseccion de Fisica de Plasmas, Materia y Compleji-
dad (P>MC) de la Comisién Chilena de Energfa Nuclear (CCHEN).

SERGIO DAVIS
El Bosque, Santiago, Chile.
27 de octubre de 2021 (versién 0.96)


https://tug.org/texlive
https://debian.org
https://matplotlib.org
https://ctan.org/pkg/pgf
http://sdavis.cl/epi/epi.pdf
sergdavis@gmail.com

Indice general

LI1STA DE NOTACIONES XII
1 HERRAMIENTAS MATEMATICAS 1
1.1. Funcién escalén de Heaviside . . . . .. ... ... ....... 1
1.2. DeltadeDirac . . ... ... ... ... . . ... . ... 4
1.2.1. Representaciones de la deltade Dirac . . . ... .. .. 7

1.2.2. Composicion deladeltade Dirac. . . . . .. ... ... 9

1.2.3. DerivadasdeladeltadeDirac ... ........... 10

1.3. Cambios de variables en integrales . . . . . ... ... ..... 10
1.4. Derivada dentro de unaintegral . .. .. ... ......... 14
1.5. Funciones especiales . . . ... ... ............... 15
1.6. Método de los multiplicadores de Lagrange . . . . . . ... .. 18
1.7. Funcionales y cdlculo variacional . . . .. ... ... ... ... 21
1.8. Laaproximaciénde Laplace . . . . .. .. ............ 26
1.9. Laaproximaciénde Stirling . . . .. ... ... ... ... ... 28
1.10. Funciones generadoras . . . . . .. ... ............. 29
1.11. Transformadas integrales y convolucién . . . . . ... ... .. 31
Problemas . . ... .. ... . . ... 33

2 EL PROCESO DE RAZONAMIENTO 35
2.1. Deduccién: todas las cartas sobrelamesa . . . .. ... .... 36
2.2. Inferencia: la mejor apuesta con lo que sabemos . . . ... .. 37
2.3. Inferencia como modelos actualizables . . . . . ... ... ... 39

3 LOGICA PROPOSICIONAL 42
3.1. Proposicioneslégicas . . . . . .. .. ... ... 0L 42
3.2. Operacioneslégicas . . . ... ..... .. ... ... ..... 43
3.3. Métodos de demostracién . . . ... ... L. 48
3.3.1. Laregladeresolucion . .. ................ 48

3.3.2. Induccién matematica . . ... ... ... ... ..... 49

3.3.3. Prueba por contradicciéon . . . ... ... 50

VI



Indice general

3.4. Funcionesindicador . .. ... ... ...............
3.5. Cambios de dominio de integraciéon . . . . ... ... .....
3.6. Variables discretas y su limite continuo . . . . ... ... ...
Problemas . . . ... .. ... . ...

ESTIMACION

4.1. Los postulados dela estimacién . . . . .. ... ... ... ...

4.2. Estimacion de variables discretas y continuas . . . . . ... ..

4.3. Propiedades adicionales de la estimaciéon . . . ... ... ...
43.1. DesigualdaddeJensen . . . ... .. ... ........
43.2. Invarianza delaestimaciéon . .. ... ... ... ... .
4.3.3. Derivada de una estimacién . . . . ... ... ... ...

4.4. FElcélculo de probabilidades . . . . ... .............
44.1. Laprobabilidad segin Kolmogorov . . ... ... ...
4.4.2. Probabilidad desde la expectacion de Whittle. . . . . .
4.4.3. Probabilidad bayesianaseginCox . . . . .. ... ...

Problemas . . ... ... ... ... ... ... . ..

PROBABILIDAD BAYESIANA
5.1. Elprincipio de indiferencia . . . .. .. ... .. ... .....
5.2. Laregla de marginalizaciéon . . . . . ... ... .........
53. ElteoremadeBayes. . ... ....................
53.1. ElproblemadeMontyHall . ... ............
5.3.2. Teorias conspirativas y la navaja de Ockham . . . . ..
5.4. Proyeccion de expectaciones . . . . . ... ... L.
5.5. Probabilidad y frecuenciadeeventos . . . . ... ... ... ..
Problemas . . . ... .. ... . ...

MODELOS PROBABILISTICOS
6.1. Distribuciones de conocimiento completo . . . . .. ... ...
6.2. Medidascentrales . . . . ... ... ... ... ... .. ...
6.3. Incerteza e intervalos de credibilidad . . . . . ... ... .. ..
6.4. Pardmetros de escala, posiciony forma . ... .. ... .. ..
6.5. Independencia y correlaciéon . . . . . ... ... ... L.
6.6. Ladistribucionnormal . . . ... ... .. ... ... ...
6.7. Transformacién de distribuciones . . . . . ... ... ... ...
6.7.1. Propagacion de incerteza en modelos normales
6.7.2. Ladistribuciénlognormal . . . . ... ..........
6.8. Otras herramientas para calcular expectaciones . . . . . .. ..
6.8.1. Funcién generadora de probabilidad . . . . . . ... ..
6.8.2. Derivada de una expectacion en el caso general
6.8.3. Expectaciones via integracion por partes . . . ... ..

Problemas . . . . . . . . ..

VII



Indice general

7 ESTIMACION DE PARAMETROS 132
7.1. Méximo a posteriori y maxima verosimilitud . . . . ... ... 133
7.2. El prior no informativo de Jeffreys . . . .. ... ... ... .. 136
7.3. Laley delos grandes nimeros . . ... ............. 138
7.4. Elproblemadelaregresion . ... ................ 143
Problemas . .. ... ... .. ... 150

8 SUMAS DE VARIABLES Y LA DISTRIBUCION NORMAL 151
8.1. Sumadevariables. . . .. ... ... .. ............. 151
8.2. Funciones caracteristicas . . . . . .. ... ... ... ...... 153
8.3. Elteorema del limitecentral . . . ... ... ... ........ 155
Problemas . ... .. ... . . . ... 159

9 COMPARACION DE MODELOS 160
9.1. ElfactordeBayes . . ... ..................... 160
9.2. Ladivergencia de Kullback-Leibler . . . . . ... ... ..... 165
9.3. InformaciényEntropfa . . . . ... ... ... ... L. 167
9.4. Entropiay correlaciéon de variables . . . . . ... ... ... .. 173
Problemas . . .. ... . ... . . ... 175

10 EL PRINCIPIO DE MAXIMA ENTROPIiA 176
10.1. Solucién general para variables discretas . . . . ... ... .. 178
10.2. Variables y restricciones continuas . . . . . ... ... ... .. 182
10.3. Identidades diferenciales para modelos de méxima entropia . 187
10.4. Entropia y priors no informativos . . . . . ... ... ... ... 188
Problemas . ... .. . ... .. ... 190

11 PROCESOS ESTOCASTICOS 191
11.1. CadenasdeMarkov . . . . . . . . ... .. ... 192

11.1.1. Laecuaciébnmaestra . . . . . . ... .. ... ... ... 193
11.1.2. La ecuacién de Fokker-Planck . . . . .. ... ... ... 194
11.2. Caminatasalazar . . ... ... ... ... ... ......... 196
11.2.1. Movimiento browniano . . . ... .. ... ....... 196
11.2.2. Caminata al azar en una red periédica . . . . . .. ... 200
11.2.3. Caminatas al azar con tiempo continuo . . . ... ... 203
Problemas . ... ... . ... . .. ... 205

12 SIMULACION MONTE CARLO 206
12.1. Generacién de eventos con probabilidades dadas . . . . . . . . 207
12.2. Método de la aceptacion y rechazo . . . . . ... ... ... .. 209
12.3. Algoritmo de Metropolis . . . . . ... ... ... .. ... ... 210
12.4. Algoritmode Gibbs . . . . . .. ... ..o oo oL 214

BIBLIOGRAFiA 217

VIII



ALGUNAS DEFINICIONES UTILES 219

iNDICE ALFABETICO 222
FIGURAS

1.1. Funcién escaléon de Heaviside. . . . . . ... ... . ... ..... 2
1.2. Funciénrectangular. . .. ... .................... 3
1.3. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange. . . ... ... .... 19
1.4. Laaproximaciéonde Laplace. . .. ... ............... 26
2.1. Un laberinto del cual podemos encontrar la salida usando la l6gica. 36
2.2. Esquemadeinferencia. . . . . .. ... ... ... ... ... .. 40
3.1. Puzzlesudokuded4x4. . .. ... ... .. ... .. .. ... ... 53
3.2. Discretizacién f,(x) de una funcién continua f(x).. . ... ... . 61
4.1. Postulado de conservaciondelorden. . . . .. ... ... ... .. 67
5.1. ElproblemadeMontyHall . ... .................. 91
5.2. Ejemplo de una distribucién posterior beta. . . . . . ... ... .. 101
6.1. Medidas centrales de una distribucién. . . . . . ... ... ... .. 107
6.2. Distribuciéon acumulada. . . . .. ... ... .o 0000 108
6.3. Distribucibonnormal. . . . . ... ... ... oo L. 114
6.4. Distribucién lognormal. . . . .. ... ... ... 000 L. 120
7.1. Laleydelos grandesnimeros. . . .. ... ... .......... 141
7.2. Puntos generados al azar para estimar la razén entre dos dreas. . 143
7.3. Regresionlineal. . . . . ... .. ... .. ... . o L. 144
8.1. Un ejemplo del teorema del limite central. . . . . . ... ... ... 159
9.1. Divergencia de Kullback-Leibler . . .. .. ... .......... 166
9.2. Entropiabinaria . . . ... .. ... ... ... ... ... 170
10.1. El principio de médxima entropfa. . . . . . ... ... ... ..... 177
11.1. Movimiento browniano en una dimensién. . . ... ... ... .. 196
11.2. Movimiento browniano en dos dimensiones . . . . ... ... .. 199
11.3. Una red periédica sobre la que se mueve un caminante. . . . . . . 201
11.4. Tiempos en una caminata de tiempo continuo. . . . . . . ... .. 203
12.1. Histograma de ntiimeros pseudoaleatorios uniformes. . . . . . . . 207
12.2. Método de la aceptacion y rechazo. . . . . . . ..... .. ... .. 210

IX



Otros indices

DEFINICIONES
1.1. Funcién escalén de Heaviside . . . . ... ... .. ....... 1
1.2. Funciénrectangular. . . . .. ... .. ... ... ........ 3
1.3. DeltadeDirac . . ... ... .. ... . .. ... .. . ..., 4
1.4. Densidad de puntos de una funcién . . . . ... ... ... .. 13
1.5. Funcibngamma . . . .. ... ... ... ... .. ..., . 15
1.6. Funciébnbeta . . ... ... ... ... ... . ... .. ... ... 16
3.1. Proposiciones mutuamente excluyentes . . . . ... ... ... 52
3.2. Proposiciones exhaustivas . . . ... ... ... ... .. ..., 52
3.3. Funciénindicador . . . . . ... .. ... .. ... ... .. ... 55
4.1. Densidad de probabilidad . . . ... ... ......... ... 72
5.1. Probabilidad . . . ... ... ... ... ... .. .. ... .... 82
5.2. Distribucién binomial . ... ... .. ... .. ......... 100
5.3. Distribuciénbeta . .. ... ... ... ... ... . ... ... 100
6.1. Media . . . .. ... . . . . . e 105
6.2. Moda . . ... ... ... . . .. 106
6.3. Mediana . .. .. .. .. ... . ... 107
6.4. Distribucibnacumulada . . ... ... ... ... ........ 107
6.5. Varianza . ... ... . . . ... 109
6.6. Parametrodeescala. ... .... .. ... ... ... ...... 110
6.7. Pardmetrode posicion . . . ... ... ... oL 111
6.8. Covarianza . . . . . . . . . . . i e e e e 112
6.9. Distribucionnormal . . ... ... ... ... ... ....... 113
6.10. Distribuciéon normal multivariable . . ... ... ... ... .. 115
6.11. Distribucién lognormal . . . . . .. ... ... ... ... .. .. 120
6.12. Funcién generadora de probabilidad . . . . ... ... ... .. 121
7.1. Promedio aritmético . .. ... ... ... ... .. ... ... 134
7.2. Coeficiente de correlaciéon de Pearson . . . ... ... ... .. 146
8.1. Funcién caracteristica . . . . . ... ... ... ... ... ... 153
9.1. FactordeBayes .. .................. .. ..... 161
9.2. Divergencia de Kullback-Leibler . . .. ... .......... 165
9.3. InformaciéndeShannon . . .. ... ... ... ......... 169
94. EntropiadeShannon . .. ..................... 170
9.5. Entropiarelativa. . .. ... .. ... .. .. ... . ... 171
9.6. Informaciébnmutua . . ... ... ... ... ... ... .. ... 174
10.1. Familia exponencial de distribuciones . . . . .. ... ... .. 183
11.1. CadenadeMarkov . . ... ... ... ... .. ... . ..., 192
11.2. Factordeestructura . . . . . . ... ... ... ... ....... 201
12.1. Tasa de aceptaciéon de Metropolis . . . . . ... ... ... ... 211
12.2. Tasa de aceptacion de Metropolis-Hastings . . . . .. ... .. 213



Otros indices

TEOREMAS
1.1. Teoremadeconvolucién . . . ... ................ 31
3.1. Regladeresoluciéon . . . .. ... .. ... ... ... 48
41. DesigualdaddeJensen . .. ... ... .. ............ 75
4.2. Invarianza delaestimacién . . ... ... .. ... ....... 76
51. TeoremadeBayes . . ... ... ... ... ............ 87
5.2. Propiedad de proyeccion de la funcién indicador . . . . . . .. 96
5.3. Propiedad de proyeccién de la delta de Dirac . . . . . ... .. 98
6.1. Teorema de fluctuacién-disipacion . . . . ... ... ... ... 123
6.2. Teorema de variables conjugadas . . . ... ... ........ 125
6.3. Teorema vectorial de variables conjugadas . . . .. ... ... 127
7.1. Ley delos grandesndmeros . . . . ... .. ... ........ 140
8.1. Teorema del limitecentral . . ... ... .. ... ........ 157
9.1. Desigualdadde Gibbs . . . ... .. ... ............ 166
RECUADROS
1.1. Aproximaciénde Laplace . ... ... .............. 27
1.2. Aproximaciénde Stirling . . ... .. ... .. o 0L 28
2.1. Elementos de una teoria de inferencia . . . ... ........ 41
3.1. Dos reglas de deduccién cldsicas . . . . ... ... ... .... 47
4.1. Los axiomas de Kolmogorov. . . . ... ............. 79
42. LosaxiomasdeCox . . .. ... .. ... ... .. ........ 80
5.1. Algebra de probabilidades . . . . ... .............. 83
5.2. Elprincipio de indiferencia . . . .. .. ... ... .. ..... 84
53. LanavajadeOckham . . .. ... .. ... ............ 95
7.1. Método de maxima verosimilitud . . . . . ... ... ... .. 135
7.2. Método de maximo a posteriori . . . . ... ... ... ... 135
7.3. Método de los minimos cuadrados . . . . ... ... ... ... 145
7.4. Minimos cuadrados para la regresién lineal . . . . . ... ... 146
10.1. El principio de méxima entropfa . . . ... ... ... ... .. 177
12.1. Generacién de eventos con probabilidadp . . . . . ... .. .. 208
12.2. Generacién de eventos con probabilidades dadas . . . . . . . . 209
12.3. Método de aceptacionyrechazo . . . .. ... ... .. .... 209
12.4. Algoritmo de Metropolis . . . . . ... ... ... ... ... 212
12.5. Algoritmo de Metropolis . . . . . ... ... ... .. ... ... 212
12.6. Algoritmode Gibbs . . . . . . ... ... ..o o oL 215
12.7. Algoritmode Gibbs . . . . . . .. ... ..o o000 215

XI



rect(x;a,b)
argmin f(x)

X

argmax f(x)

Juo
N

Lista de Notaciones

Familia de funciones de x parametrizada por 0

Funcién escalén de Heaviside evaluada en x

Funcién rectangular evaluada en x

Valor de x que hace que f(x) sea minimo
Valor de x que hace que f(x) sea maximo

Coeficiente binomial para k elementos de un total de n

a se define como b

Por determinar si a es iguala b
Funcién que toma z y retorna f(z)
Delta de Kronecker de n y m

Delta de Dirac evaluada en x
Funcional A evaluado en la funcién f
Nabla, operador diferencial vectorial
Matriz hessiana

Matriz jacobiana

Determinante de la matriz J,,,
Verdadero

Falso

XII

145

106

17

55

31
v
18, 115
11
11
43

43



Lista de Notaciones

-A Negacion de A 43
AV B Disyunciénde Ay B 44
ANB Conjuncién de Ay B 44
A=B A implica B 46
A& B A es equivalente a B 47
Q(A) Funcién indicador de la proposicion A 55
X Vector de variables 71
0 Vector de pardmetros 103
w Funcién de prueba 6
X~M Variable x descrita por el modelo M 103
%) Estado de conocimiento no informativo 133
<X > ! Expectacion (estimacion) de X en el estado de conocimiento I 65
P(A|I) Probabilidad de A en el estado de conocimiento I 82
Lp(0) Funcién log-verosimilitud 133
Sa(l) Entropia de Shannon de A en el estado de conocimiento I 170
S(Iy — I) Entropia relativa desde I hasta I 171

Dkr(p|lq) Divergencia de Kullback-Leibler desde g hacia p 165

XIII



CAPITULO 1

Herramientas matematicas

It’s dangerous to go alone! Take this.

The Legend of Zelda

Comenzaremos nuestro recorrido revisando algunas funciones y técnicas
que iremos incorporando como parte del vocabulario matemético requerido
para el desarrollo de los siguientes capitulos. En primer lugar, introduciremos
algunas funciones y funciones generalizadas que utilizaremos para expresar

tipos particulares de conocimiento acerca de variables continuas y discretas.

1.1 — FUNCION ESCALON DE HEAVISIDE

La funcién escalén de Heaviside © es una funcién discontinua, definida
por tramos, y que toma sélo dos posibles valores, ©(x) € {0,1}, como se ve
en la Figura (1.1).

Definicion 1.1 — Funcién escalon de Heaviside

La funcién escalén de Heaviside ©(x) se define como

1six>0,
O(x) := (1.1)
0six <0.

Note que hemos elegido la convencién donde la funcién escalén en cero

esiguala 1.

Usando x — xp como argumento de (1.1) podemos fijar en xy el punto

donde ocurre el salto discontinuo,

1six > xp,
O(x —xg) = (1.2)
0six < xp.
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mientras que usando xp — x como argumento, tenemos una versién «refleja-
da» de (1.2) en torno a x = x,

1six < xg,
O(xg—x) = (1.3)

0six > xp.

De la definicién (1.1) es directo ver que la funcién escalén no es par ni

impar, sino que transforma como
O(—x)=1—-0(x) parax #0. (1.4)

Un uso inmediato de la funcién escalén es «truncar» una suma o integral.

Por ejemplo, para fijar el limite superior usamos

" asto-—v - [ arpmen—sri [~assxon—sr’
= [ boodxf(x), 15

mientras que para fijar el limite inferior, usamos
" axfmet—a) = [ ixfon—arr [ s (0t—ar
Z/:odxf(x). w6

1

Para truncar una suma discreta se tiene de la misma manera,

i a,®O(m —n) = i a,, (1.7a)
n=0
3 a0 —m) = ¥ . (1.70)

Figura 1.1: Funcién escalén
de Heaviside.
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Figura 1.2: Funcién rectan-
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Si usamos (1.5) reemplazando f(x) por f(x)®(x —a) podemos fijar si-
multdneamente los limites superior e inferior,

/Z dxf(x)O(b — )O(x —a) — /

b

c>odxf(x)@(x —a) = /ab dxf(x). (1.8)

lo cual nos lleva a definir el producto de funciones escalén como una nueva

funcién discontinua, la funcion rectangular, que se muestra en la Figura (1.2).

Definicién 1.2 — Funcién rectangular

Definimos la funcién rectangular en el intervalo [a,b] como

1sia<x<hp,
rect(x;a,b) == O(b —x)O(x —a) = (1.9)
0 en caso contrario.

Usando la funcién rectangular es posible escribir (1.8) comodamente como

00 b
/ dxf(x)rect(x;a,b):/ dxf(x). (1.10)

Esta funcién rectangular posee la siguiente interesante propiedad.

Lema 1.1.
rect(x;a,b) = O(b — x) — O(a — x). (1.11)

Su demostracién es directa, y pasa por evaluar caso a caso el comporta-

miento de la funcién.

Demostracién. Analizamos los tres casos posibles para x.

Caso con x > b : Tenemos O(b — x) = 0, y como x > b implica x > a,
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también tenemos ®(a — x) = 0, luego

Ob—x)—0(a—x)=0.

Caso con x < a: Tenemos O(a — x) =1, y como x < g implica x < b,

también tenemos (b — x) = 1, luego

Ob—x)—0(a—x)=0.

Casocona < x <b: Tenemos O(b —x) =1y O(a — x) = 0 luego

Ob—x)—Oa—-x)=1 @

En més dimensiones, también podemos usar la funcién escalén para cam-
biar el dominio de integracién. Por ejemplo, para integrar sélo sobre los pun-
tos en () tal que una funcién arbitraria g(x) toma un valor menor que G,
usamos

/Q dxf(x)O(G — g(x)) = / dxf(x). (1.12)
x€Q), ¢<G

En Légica proposicional veremos que las funciones escalén y rectangu-
lar pertenecen a una familia de funciones llamadas funciones indicador, cuya
generalidad nos permitird unificar (1.5), (1.6), (1.10) y (1.12) en una sola pro-

piedad de cambio de dominio de integracién.

1.2 — DELTA DE DIRAC

La derivada de la funcién escalén @(x) es una cantidad discontinua en
x = 0, conocida como la delta de Dirac y denotada por 6(x). Esta cantidad no
es considerada como una funcién en el sentido usual sino que es una funcion
genemlizada(l) es decir, es el limite de una secuencia de funciones. Su defini-

cién es la siguiente.

Definicién 1.3 — Delta de Dirac
La delta de Dirac 6(x) es la derivada de la funcién escalén,

d +oosix =0,
d(x) = —0O(x) = (1.13)
0 en caso contrario.

Aunque gréficamente es claro que la derivada de ©(x) tiene esas propie-
dades, ya que ®(x) es plana en todos lados excepto en x = 0, vedmoslo un

poco mds formalmente. Para esto, construimos la derivada de la funcién es-

™ Estas funciones generaliza-
das son también conocidas co-
mo distribuciones, aunque para
nosotros ése es un término reser-
vado que emplearemos para re-
ferirnos a modelos en inferencia.
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calon como el limite

d )
d(x) = a@(x) = ilgb

N (1.14)

®<x+%>—®<x—§>]

y usando la propiedad (1.4), reescribimos
O(x+3)-0(x—4)=1-0(-3-x) - [1-0(3 - x)]
~0(3-x)-0(-4-x). (1.15)

Ahora, utilizando (1.15) y la propiedad (1.11) de la funcién rectangular pode-
mos reescribir la cantidad en el corchete del lado derecho de (1.14) como

Hlo(e+8)0s-1)] - hrt (-0

x< %8 (1.16)

N>
AN

1 .
A S1 —
0 en caso contrario.

Al tomar el limite A — 0, tenemos que el intervalo —4 < x < £ colapsa

alrededor de x = 0, mientras que + — oo, luego se tiene que

+oosix =0

5(x) = lim |~ (;—é,é) — 1.17
(x) ilg})[ rect (x; —%, 9 . (1.17)
0 en caso contrario.

A partir de (1.17) es facil ver que la delta de Dirac es par,
5(—x) =9d(x), (1.18)

ya que rect(—x; —a,a) = rect(x; —a,a) para todo a > 0.
La propiedad mas ttil de la delta de Dirac es que su integral junto a cual-
quier funcién simplemente evalta dicha funcién en cero. Esto es,

| dxf)s(x) = £(0) (1.19)

para toda funcién f(x).

Demostracién. Simplemente integramos por partes,

/ Z dxf(x)s(x) = [ Z ok f(x)d%@(x)

= fwew|”_- [ aew

:f(oo)—O—/Ooodx (jﬁ)
— flesf— flesT+ £(0) = f(0) @

(1.20)
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En particular, si f(x) es la funcién constante igual a 1 para todo x, tenemos

(o]
/ dxé(x) = 1. (1.21)
—0o0
En n dimensiones, si x = (x1,x2,...,x,) usaremos la notacién compacta

d(x) para representar el producto

d(x) = ﬁd(xi), (1.22)
i=1
tal que se cumple
/ dxf(x)6(x — x0) = f(x0). (1.23)

De la misma manera se tiene que, integrando en toda la regién () donde esta

definido x,
/ dxd(x — xo) = 1. (1.24)
@]

Notemos que no siempre la integral de la delta de Dirac es igual a 1. En
general, si integramos d(x — xp) en un dominio U C Q) particular, lo tnico

que importa es si U contiene a xg. Mds precisamente,

1sixy € U,
/ dxd(x — xo) = (1.25)
u

0 en caso contrario.

Para demostrar propiedades de la delta de Dirac, se usa lo siguiente. Si

queremos demostrar una identidad de la forma
Alb; x] = B[6; x], (1.26)

donde A y B son expresiones que involucran a la delta de Dirac y son a la vez
funciones de x, entonces basta demostrar que

/dew(x)A[(S;x] :/dew(x)B[(S;x] (1.27)

para toda funcién de prueba w(x). Por ejemplo, es directo demostrar la iden-
tidad

A ) = (o)l e (1.28)

si uno ve que para toda funcién de prueba w(x),

[ dwo () [f@)e(x = x0)] = w(xo)f(x0)

(1.29)
- /Q dvew (x) [ £ (x0)3(x — x0)|.
Otra propiedad ttil es la de reescalamiento, esto es
o(ax) = 5‘(03) (1.30)

para a # 0.
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Demostracién. Consideremos primero el caso a > 0. Integramos una

funcién de prueba w(x) con la delta del lado izquierdo

/jo dxw(x)d(ax) = L /jo duw(u/w)é(u) =

—ax o

w(0)

N (1.31)

Como

in) = /j:o dxw(x)(sixx) (1.32)

hemos demostrado que

[ axew i = [~ at [M], as

— o0 4
para cualquier funcién w(x), y de aqui se sigue que

O(ax) = (S<ax>, a > 0. (1.34)

El caso « < 0 se obtiene directamente por la paridad de la delta de
Dirac y la propiedad recién demostrada. Como « < 0, podemos escribir
a = —|a| y luego

0

O(—la|x) = 6(|a|x) = ‘(ax|). (1.35)

Juntando ambos casos vemos que (1.30) es cierta. V]

1.2.1 Representaciones de la delta de Dirac

Dijimos que la delta de Dirac es, mas que una funcién, el limite de una
secuencia de funciones. Mds precisamente, queremos decir con esto que la
delta de Dirac puede representarse por un ntimero, en principio infinito, de
distintos limites'” de funciones, limites que poseen la forma general

e—0 | € €

5(x) = lim [17;(’5)} (1.36)
para toda funcién 5 (u) tal que 57(400) = (—o0) =0y

/oo dun(u) = 1. (1.37)

Sin un exceso de rigurosidad, veamos por qué esto es cierto. Teniendo en

cuenta que para ¢ > 0 muy pequefio (jpero no cero!) se tiene que
7(0)six =0,

W(E> R {n(—00) =0six <0, (1.38)

7(+c0) =0six >0,

(2 A estos limites que condu-
cen a la delta de Dirac se les
denomina aproximaciones a la
identidad.



Delta de Dirac

calculamos la integral del limite en (1.36) con una funcién de prueba, obte-

niendo

« . 1 o/xN] 1 (™ X

] dxeolx) lim L’?(s)] = lim - [ dwen ()

o1 o0 X

usando (1.38) = ll_l‘)% Ea)(O) /_oo dxy <E> (1.39)
1
(usando u = x/¢) = lin%w(O)/ 7(u) = w(0).
e—

Por ejemplo, la funcién gaussiana

exp(—u?/2) (1.40)

1

oo
con / du¢(u) = 1noslleva la siguiente representacion de la delta de Dirac,

. 1 57
d(x) = lg%%exp ( — @> (1.41)
Por otro lado, la funcién
sin(u
() = S0 (142)
nos dice que
Lo Loey oxy 1 rx
o) = limy 2 (3 ) s () = lim Zsin (). (1.4

Haciendo uso de la integral

a a a O 2
dkexp(iky) = [ dkcos(kx) +W = Zsin(ar), (149

vemos que

o1 . rx
o)<ty Lo (%)

Ii Lo dk ik 1.45
_el—r>r(}27'(/—1/g exp (ikx) (1.45)

1 [ .
= E/—oo dk exp (ikx).

por lo tanto, obtenemos una representacion integral de la delta de Dirac como

(5(x):217_[/_0:0dkexp(ikx). | (1.46)

Esta identidad puede extenderse a n dimensiones simplemente como

o) =TTo00) =TT |5 [ akiesplitn) |

i=1

- (i)n / dklﬁeXP(ikixi) (1.47)

27

_ (271T)n/dkexp(ik-x).



Delta de Dirac

1.2.2 Composicion de la delta de Dirac

Una delta de Dirac cuyo argumento es una funcién arbitraria de la varia-
ble x puede escribirse en términos de la delta de Dirac sobre la propia variable
x, usando la identidad

5(f(x)) = Z‘W (148)

donde f'(x) = jﬁ es la derivada de f y donde xj son los puntos tales que

f(xo) = 0.

Demostracién. Consideremos una funcién de prueba w(x). Desarro-
llamos la integral

« Xo+A
| _dxo@stfe) =Y [ drw®s(f(x),  (149)

0—A
donde x( son los puntos tales que f(xp) = 0, que de hecho son los
anicos puntos que contribuyen a la integral, y donde A es un ntimero
positivo suficientemente pequefio. Expandiendo f(x) a primer orden
en torno a xp en el argumento de la delta de Dirac del lado derecho,

tenemos

Xo+A
L/ dxo@e(fx)

X0 0—A
_ Z/:M dxw<x)5(M+O [x — x0]f'(x0))

Xo+A

=T [ i@ - xlf (o) (150

X0 0—A
ya que f(xg) = 0 por la definicién de xp. Ahora, haciendo uso de la
propiedad (1.30),

E/XXWA dxw(x)6([x — xolf E/xXMA dxw(x \f/( Slx—x0)

X0 0—A x0)|
xo+A

2 |f/ | . dch(x — x0)

=1
151
Z If’ (1.51)

Hemos demostrado entonces que

/j:odxw( 2|f’

5(x—x0)
‘/ ol [ IZ6)

para cualquier funcién w(x), por lo tanto (1.48) es cierta. (V]

] (1.52)
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Podemos ver de inmediato que la identidad (1.30) es un caso particular de
(1.48) con f(x) = ax y por tanto xop = 0. En mds dimensiones, el equivalente
de la propiedad (1.48) es

5(f(®) =Y (S(IV_f|> 153)

X0

donde Vf = aj;(xx) y xp son los puntos tales que f(xp) = 0.

1.2.3 Derivadas de la delta de Dirac

La derivada de la delta de Dirac, denotada como ¢’(x), cumple con la

propiedad
/ dxf(x)d8' (x — x0) = —f'(x0), (1.54)
como puede demostrarse por integracion por partes, o simplemente recono-
ciendo que
d oy 0
gé(x —xp) =0 (x —xp) = a—xoé(x X0), (1.55)

con lo que podemos escribir

flan) = oo | [ arfste o) = - [ defodx-x0). 159

La generalizacién de (1.54) a derivadas de orden superior es

| s (x = xo) = (1)) (xo). (1.57)

» Para saber mds sobre las propiedades de la delta de Dirac, se reco-
mienda el libro de Arfken y Weber (2005) y el de Riley, Hobson y Bence
(2006).

1.3 — CAMBIOS DE VARIABLES EN INTEGRALES

Consideremos un conjunto de variables # = (u1,...,1,) y una represen-
tacion alternativa de coordenadas v = (vy,...,7v;) tal que existe una trans-
formacion que las conecta, # — V(u). La transformacién inversa v — U(v)

es tal que
Uvu)=u Vu. (1.58)

Para fijar ideas, supongamos la transformacién entre coordenadas carte-

sianas y polares esféricas en tres dimensiones. Tenemos d = 3 con

u = (uy,ux,uz) = (x,y,2), (1.59a)
v = (v1,02,03) = (1,60,9), (1.59b)

10
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tal que la transformacion de u a v es

Vi(u, uz, uz) = \/ud +uj +uj,
Vz(ul,uz,u;;) = COS_l(Ll(;/\/M%—FM%—FM%), (1.60)

Va(uy, up, uz) = tan(ua/uy),
y la transformacién inversa de v a u es
U1 (v1,v2,v3) = v1 cos(vs) sin(vy),
Uy (v1,v2,v3) = v sin(v3) sin(vy), (1.61)
Us(v1,v2,03) = 01 cos(v2)

Laintegral Z = [ duG(u) de una funcién G(u) arbitraria puede transfor-
marse a una integral en las coordenadas v, usando la férmula (Riley, Hobson
y Bence 2006)

/du G(u) = /dvj,w G(v), (1.62)
donde G(v) := G(U(v)) es simplemente la funcién G escrita en las variables
v, y donde

Uy ol
BI2) Tt duy
d
o = || =det | 1 . (1.63)
v
ou, Uy,
dJu; " duy,

es el determinante de la matriz jacobiana. Al usar la notacion |du/dv| para Jy.

tenemos la regla mnemotécnica

ou

du — do 30

donde podemos imaginar que du toma el papel de du, y se agregan dv y dv
de forma que se «cancelan».

En nuestro ejemplo de la transformacién de coordenadas cartesianas a
polares esféricas, el determinante es

du| _|o(uy,uz,uz)| 5 . 5
ol = ’8(01102,03) = v]sinvy = r-sind, (1.64)
por lo que
/dxdydz G(x,y,z) — /drd@dcp (r*sin6) G(r,0,¢). (1.65)

Para ver una motivacién de como surge la ecuacion (1.62), tomemos la in-
tegral original de G(u) en las variables u y agreguemos un 1 como la integral
de una delta de Dirac en las variables v,

/duG(u) = /du [/ dovd(v — V(u))} G(u). (1.66)

11
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Cambiando el orden de integracién y reemplazando (1.58) en G(u), tene-
mos

= /dv /du(S(v—V(u))_ G(U(v)) (1.67)

Transformando la delta de Dirac a una sobre las variables u, y usando que

la aproximacién de V a primer orden en torno a un punto ug es
V(u) = V(uo) + Jou(uo) - (u — up), (1.68)

notamos ademads que el tnico vector u# que es solucién de v = V(u) es

uy = U(v),
por lo tanto
/dué‘(v V() = /du(5 (o — [V + Jou - (1 — )]
— /du5 Jou - (u —U(v))) (1.69)
1 ou

_/d IHWI o = (T =

% .
Reemplazando (1.67) en (1.69) obtenemos (1.62).
Consideremos ahora la integral Z = [ duG(f(u)) donde el integrando

depende de las variables u s6lo a través de una funcién f(u). También aqui
podemos agregar un 1 como la integral de una delta de Dirac, pero ahora en
la variable F que representa los posibles valores de f(u),

7= /duG /duG [/ dFS(F — f(u))|, (1.70)

=1

y cambiando el orden de integracién, podemos escribir Z como una integral
unidimensional,

Z:/duG(f(u :/:” dF/du G(f(u))8(F — f(u))

=G(F)

_/ dF[/duéP Flu } G(F). (171

Es decir, tenemos®

/ duG(f / dFD(F)G(F), (1.72)

© Aqui D(F) puede interpre-
tarse como una medida de inte-
gracion.

12
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donde la cantidad D(F) es la densidad de puntos de la funcién f alrededor de
F.

Definicién 1.4 — Densidad de puntos de una funcién
Definimos la densidad de puntos de f(u) alrededor del valor f = F

como
— / dud(F — f(u)). (1.73)
Esta densidad de puntos puede reescribirse, usando (1.53), como
D(F (1.74)
O = L ot
9f ()

donde ur son los puntos que cumplen f(ur) = Fydonde Vf =

La regla mnemotécnica queda en este caso
du — dFD(F)

Podemos ver que efectivamente D(F) es una densidad de puntos si cal-

culamos su integral en un intervalo [F;, F],

13 13
AFD(F) = [ ~dFdus(F — f(u))
F F

que es precisamente el volumen de puntos tal que f(u) € [Fy, F].
Ejemplo 1.3.1. La integral en tres dimensiones de una funcioén radial
G=G(\2+y+2)
puede transformarse en una integral unidimensional sobre r,
Z:/ dx/ dy/ de \/x2+y2—|—22>
21
_/ dr/dG dg ?sin6 G(r) 176)
= / dr 47rr G(r),
0 ID_I
= r

13
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por lo que la densidad radial de puntos D(r) en 3 dimensiones es D(r) = 4mr?, que
corresponde al drea de la esfera de radio r,

D) =4n = [ dx [ dy [ dzo(\ferypezor). a7

Aqui también es claro ver que la interpretacion de D(r) como una densidad tiene
sentido, ya que su integral entre Ry y Ry,
Ra _47Ry®  AmRy?

dr Amtr* = 1.78
" r4mr 3 3 (1.78)

es precisamente el volumen de la regién que se encuentra entre los radios Ry y Ro.

1.4 — DERIVADA DENTRO DE UNA INTEGRAL

Para calcular integrales, una herramienta til a tener en cuenta es derivar
una integral parcialmente con respecto a un pardmetro”. Més precisamente,

nos referimos a usar la féormula

o [ axfue = [ ax [0, (1.79)

donde los limites de integracién a y b no dependen de «.

Ejemplo 1.4.1. Si conocemos la integral

o 1
/0 dtexp(—At) = I% (1.80)
calculemos la integral
R= / dt exp(—Ab)L. (1.81)
0
Solucion. Tenemos que
d
exp(—At)t = ~31 exp(—At), (1.82)

luego podemos escribir R como

d [® 0 (1
R= o [Tarep(-a0 =~ (1) = 3 (1.8)

Lo sorprendente de este truco es que es posible usarlo en maneras insos-
pechadas. Por ejemplo, ;qué pasa si no hay un parametro « respecto al cual

derivar? jSimplemente nos podemos inventar uno!

4 Esta herramienta fue popu-
larizada por el fisico Richard
Feynman, por lo que a veces se
le conoce como el truco de Feyn-
man.

14
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Ejemplo 1.4.2. Considerando la integral

1
1+ a2

o sin x
1:/0 dx< ) ) (1.85)

Solucion. Podemos generalizar nuestra integral a

/ dxexp(—ax)sinx = (1.84)
0

calculemos

I(a) := / dxexp(—ocx)su;x (1.86)
0
de forma que I = 1(0). Pero
ol(w) a [* sin x
= 3 ./0 dx exp(—ax)
g 1
= /0 dxexp(—ax)sinx = 112 (1.87)
luego integrando en w tenemos que
I(a) = —arctana + C, (1.88)
y para evaluar la constante C, vemos que, de acuerdo a (1.86),
‘ 0= C-—1 —c_T
0}5{}0 I(a) =0=C a}gr(}o arctana = C 5 (1.89)
asi que finalmente la integral que buscamos es
I=1(0) = g —arctan 0 = g (1.90)

1.5 — FUNCIONES ESPECIALES

En esta seccién visitaremos algunas de las funciones especiales ttiles para
nuestro futuro desarrollo en inferencia, dado que aparecen frecuentemente
en el estudio de modelos. En primer lugar definiremos la funcién gamma de

Euler como sigue.

Definicién 1.5 — Funcién gamma

La funcién gamma de Euler se define por la integral

I(z) = /O " dtexp(—t)E T, (1.91)

valida para cualquier complejo excepto cero y los enteros negativos.

Esta funcién entrega una generalizacién del factorial de nlimeros enteros,

a través de la propiedad

I'n)=m-1)! | (1.92)
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Funciones especiales

Usando la propiedad del factorial
n!=mn(n—1)!

se sigue que
I'(n+1) =nT(n). (1.93)

Veamos cémo demostrar (1.92) como un ejemplo de la técnica de induc-

cién matematica.
Demostracién (1.92). Primero, notemos que
r(1) = / dtexp(—t) =1 =01, (1.94)
0

luego (1.92) es cierta para n = 1. A continuacién, debemos mostrar que
(1.92) para n = k se sigue de (1.92) para n = k — 1, es decir, debemos

demostrar T'(k) = (k — 1)! a partir de la suposicion
T(k—1) = (k—2)! (1.95)

lo cual podemos hacer simplemente escribiendo I'(k) e integrando por

partes,

I'(k)= /Ooo dtexp(—t)t1

0 e
_ _W“:?/ dtexp(—t)(k — 1)i2
0

=(k—1) ] dtexp(—t)tF—2
=(k—1)T(k—1)

usando (1.95) = (k—1)(k — 2)!
=(k-1)! @

donde en la segunda igualdad hemos usado integracion por partes es-

cogiendo u = tF=1y v = —exp(—t).

Veremos més sobre la técnica de induccién matemética en Légica propo-
sicional. Ahora introduciremos la funcién beta, también conocida como la
integral de Euler de primer tipo, la cual es una integral en el intervalo [0, 1]

como sigue.

Definicion 1.6 — Funcién beta
La funcién beta se define como

B(x,y) = /0 Lat (1 — gyl (1.96)

para x, y complejos tales que Re(x) > 0,Re(y) > 0.
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Funciones especiales

La conexion entre la funcién beta y la funcién gamma de Euler estd dada

por la relacién

Bls,y) — T 197

Demostracién (1.97). Escribimos el producto de dos funciones gam-

ma como
I'(x)I(y) = [/Ooo dtexp(—t)txl} [/Ooo ds exp(—s)syﬂ
= /OOO dt /Ooo dsexp(—t —s)t*1s¥ 1, (1.98)

luego hacemos el cambio de variable t = zu, s = z(1 — u), el cual tiene

determinante de la matriz jacobiana

=z, (1.99)

para obtener
T = [ dt [ dsexp(—t —s)rsr!
_ /0°° dz /01 du zexp(—z(r+ 1 —a0)) (z1)* 1 (2(1 — )}V
= [ /OoodzeXP(—Z>zx+y‘1] [ /0 (1 = !

=T(x+y)B(x,y) @

Usando (1.97) podemos escribir otra cantidad importante para nosotros,
el coeficiente binomial

n n!
<k> = 7](!(” Ay (1.100)
en términos de la funcion beta como
n 1
= . 1.101
<k) (1= RBk+ Ln—F) (1.101)

Para ver esto, simplemente usamos (1.97) y (1.92) para desarrollar la fun-

cion beta en el denominador,

_T(k+1)I'(n—k)

C T(k+1+n—k)

k'(n—k—1)!
(n!)

_ ki(n—k)!

- (n—k)(n")’
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Método de los multiplicadores de Lagrange

El coeficiente binomial es el nimero de ordenamientos (permutaciones)
posibles de k elementos en un total de n. Por ejemplo, el nimero de secuen-

cias como «00101001» que contienen exactamente tres veces 1 y 5 veces 0

(total de 8 digitos) es
8 8!
< 3> - =56

1.6 — METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE

Recordaremos en esta secciéon como encontrar los puntos donde una fun-
cién continua tiene su méaximo o minimo, comenzando con funciones de una
variable real para luego generalizar a funciones de n variables. El punto xg
que hace que la funcién continua f(x) sea un maximo o minimo debe cum-

plir la condicién de extremo

=0, (1.102)

X=Xq

que graficamente se interpreta como el hecho que la recta tangente a f en x
sea horizontal. Para determinar si el extremo x( corresponde a un maximo o a
un minimo, es necesario mirar el signo de la segunda derivada de f en dicho

punto, de forma que si

d?f(x)

f”(xo) = v > 0

X=Xq

el punto xp es un minimo de f, y es un méaximo si f”(xg) < 0.
Para una funcién de n variables f(xq,...,x,), que denotaremos simple-

mente como f(x), la condiciéon de extremo se vuelve

If (x)

axk

=0 paratodok =1,...,n, (1.103)

X=X

es decir, es un sistema de n ecuaciones y n incégnitas, estas tltimas las com-
ponentes del punto xp, que podemos escribir en forma vectorial como

V£ (x) =0. (1.104)

X=X0

Definir maximos o minimos ya no es tan directo en n dimensiones porque
ahora existe la posibilidad de que un extremo x( sea un punto de ensilladura,
esto es, un punto donde el signo de la segunda derivada (parcial) depende de
la direccién en que miremos. De hecho ahora debemos considerar las compo-

nentes de la matriz hessiana en xg,

% f(x
Hij(xo) = Bx{E()x])- , (1.105)
X=Xq
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Método de los multiplicadores de Lagrange

de forma que xp s6lo serd un méximo o minimo si las componentes H;; tienen
igual signo para todo i, j.
Supongamos ahora que queremos encontrar ya sea los maximos o mini-

mos de f(x), pero tales que cumplan la restriccion

¢(x)=G (1.106)

donde G es un valor constante. Para esto existe el método de los multipli-
cadores de Lagrange, el cual se basa en la observacién de que en los puntos
extremos xj de f tales que g(xp) = G se cumple que los vectores Vfy Vg
son colineales, esto es, paralelos o antiparalelos, como se ve en la Figura (1.3).

En el método de los multiplicadores de Lagrange, construimos la funcién

ampliada de n+1 variables

f(x,4) = f(x) = A(3(x) = G)

donde la nueva variable A se conoce como el multiplicador de Lagrange aso-

(1.107)

ciado a la restriccién (1.106). Los extremos de esta nueva funcién deben cum-

plir con n+1 ecuaciones. Por un lado, debe cumplirse

A _of 40 _

axk - Bxk E)xk (1108)

parak =1,...,n, es decir,

Vf(x0) = AVg(xo), (1.109)

lo cual garantiza que los gradientes de f y g son colineales. Por otro lado,
también debe cumplirse

of

ox =
que es precisamente la restriccion (1.106), en la forma g(xp) — G = 0.

(1.110)

Figura 1.3: Maximizacion
del valorde f(x,y) = 5Inxy
para los puntos tales que
x2 + y2 = 7, que se encuen-
tran en la curva en rojo. El
méximo ocurre en el punto
marcado en azul, y es tal que
los gradientes de las curvas
gvy) = @ +y*y fxy)
apuntan ambos en la direc-
ciéna = (£+19)/V2.
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Método de los multiplicadores de Lagrange

De esta forma, s6lo debemos preocuparnos de buscar los extremos de f
considerada como una funcién de x, y luego buscar el (tinico) valor de A que

asegura que se cumpla la restriccion.

Ejemplo 1.6.1. Encontremos los puntos (x,y) en el cuadrante x > 0,y > 0 tal que
el valor de la funcién f(x,y) = aln(xy) con a > 0 es mdximo pero el punto estd a
una distancia R del origen.

Solucion. Nuestra funcion ampliada es
flx,y,A) = aln(xy) — A(x* +y* — R?), (1.111)

la cual debemos extremar con respecto a x e y. Obtenemos las ecuaciones

d
f(x.y) =% 24x =0, (1.112)
ox X=X0,Y=Yo X0
of (x,y) =% oA =0, (1.113)
dy  lx=xoy=10 Yo
esto es,
2 _2_ &
=Yy = =4 1.114
X =Y =53 (1.114)
luego cumplir la restriccién nos obliga a fijar
X0+ Y5 = % = R? (1.115)
con lo que tenemos A = a/R?. Por lo tanto el iinico punto extremo en el cuadrante
es R
xg = —(1,1) (1.116)

V2

que efectivamente es el mdximo de f(x,y) = aln(xy) a la distancia R del origen.
Este problema puede resolverse también sin usar multiplicadores de Lagrange,

pasando a coordenadas polares

x = Rcos9, (1.117)
y = Rsinf (1.118)

y buscando el dngulo 6 € [0, 5] que maximiza
F(0) := f(Rcosf, Rsinf) = aIn(R*sinf - cos B).

Tenemos

a4 [zx In(R?sin 6 - cos 0)} = < (1.119)

cos 0 _ sinfp \ 0
do B

sinfy  cosfy

con lo que se obtiene (tan 69)* = 1, con solucion 6y = %, que precisamente corres-
ponde al punto en (1.116).
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Funcionales y célculo variacional

El método de los multiplicadores de Lagrange se extiende naturalmente

para m restricciones de la forma

paraj =1,...,m. En este caso la funcién ampliada

- m

FA) = f(x) = Y A(gi(%) = Gy) (1.121)
j=1

posee m multiplicadores de Lagrange Aq,..., A, los cuales se fijan con las
ecuaciones N( )

of (x, A
= 1.122
il (1.122)

paraj=1,...,m.

1.7 — FUNCIONALES Y CALCULO VARIACIONAL

Ahora introduciremos el concepto de funcional, que podemos entender
como una «funcién de orden superior» cuyo argumento es una funcién. Esto
es, un funcional F asigna a cada funcién x(e) en su dominio un nimero real

F[x]. Por ejemplo, el funcional
1
Filx] = / dt x(t)? (1.123)
0

asigna a la funcion x; (t) = 2t el valor

ﬂpﬂ:%%ﬂyﬁ:é

mientras que a la funcién x,(t) = exp(—t) le asigna el valor
1 1 1
Filxa] = /0 dt exp(~2t) = 5 (1 ;) ~ 043233,

Asi como para una funcién f(x) podemos pensar en el cambio en f cuan-
do x cambia ligeramente, que por supuesto es el concepto de derivada, el

equivalente para funcionales es la derivada funcional

OF[x]

Sx(t)’
que representa el cambio en el valor que entrega el funcional F[x| cuando la
funcién x(e) cambia infinitesimalmente en el punto t. La derivada funcional

se define formalmente a través de la variacion®

5F = /dt (‘fﬁg) n(t) = lim %(]—"[x—i—e-n] - Flx]) (1.124)

donde 7 () es una funcién de prueba arbitraria.

(%) A veces denominada primera
variacion.
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Funcionales y célculo variacional

Si imaginamos una funcién continua x(s) como si fuera un vector de in-
finitas componentes, esto es, si promovemos el indice enteroi = 1,...,n en

x = (x1,...,X,) paran — co a un parametro continuo t € [a, b], de forma que

x(a) = xy, (1.125a)
x(b) = xy, (1.125b)

entonces un funcional F corresponde a la generalizacién de una funcién vec-
torial f(x). En esta interpretacién, la variacion 6 F no es mds que la generali-
zacion del diferencial total de f(x),

df = édxiaj;i?:) =dx- Vf(x) (1.126)

mientras que la derivada funcional no es mds que la generalizacién de la
componente i-ésima del gradiente,

of (x) 6F [x]
ax,  ox(b)

De hecho, podemos obtener una definicién alternativa de la derivada fun-

cional si hacemos la identificacién concreta

ti=a+ (i—1)A, (1.127a)
b—a

Byi= 2, (1.127b)

de forma que A, — 0 cuando n — oo. En tal caso tenemos que (1.124) se
reduce a SF (1] 1 of(x)
X X

=1l — 1.12
Ox(t) nse [An ox; L (1.128)

donde el indice i en el lado derecho es el que corresponde a t de acuerdo a
(1.127a).

Demostracién. Comenzamos estableciendo la correspondencia entre

un funcional y una funcién de infinitas variables, con lo que
Flx+en) = )}ggof(x+eq). (1.129)

Ahora usamos el hecho que € es suficientemente pequefio para justifi-
car aproximar f(x + e#) en Taylor a primer orden,

fx+en) ~ f(x) +en-Vf(x) (1.130)
con lo que podemos formar
1
lim = (f(x+en) — f(x)) = 1- Vf(x) (1131)
y entonces se tiene
lim é(f[x teoy]— Flxl) = lim 5 V£ (). (1132)
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Funcionales y célculo variacional

Expandiendo el lado derecho tenemos

nh—l;l;lo” Vf(x) = lim iiy,af(l) = lim isn 1 [1 of (x )} , (1.133)

n—oo n—)oo sn

y si ahora agregamos un 1 como la integral de una delta de Dirac en ¢,
podemos reescribir

limy - Vf(x 21/ dté t—a—(z—l)en)enﬂl {13555)}

n—00 &

=1

:/abdtiy { il (F—a— (i —1en) Llnaja‘i;lc)]}
:/abdtq { [111 ]t}%ggo;sné(t—a_(i_l)sn),

/ dt’ s(t—t')=1
(1.134)

donde en la dltima linea hemos usado la suma de Riemann para eva-
luar la suma de la delta de Dirac, por medio del cambio de variable

t':= (i — 1)e, + a. Finalmente llegamos a

d
i i) - o o [125]} s

y comparando (1.135) con (1.124) demostramos (1.128) V]

Veamos ahora cémo calcular derivadas funcionales de manera practica.
Primero calculemos la derivada funcional de Fi[x] en (1.123) usando la de-
finicién formal. Para esto, aproximamos F[x + € - 7] a primer orden en ¢,
obteniendo

Flcte )= [ d(x(t) + en(o))

~ 0
_/ d (x(t)? + 2ex(t On(t) + &7 H?) (1.136)

1
~ / dtx()? +2¢ / dt x(£)n (1)
A 0
:]fl[x]

con lo que
1
Filx+e-n] — Filx] = 26/0 dt x(£)(t) (1.137)

y entonces

/dt(‘g > 2/ dt x(t t):Z/dtx(t)iy(t)rect(t;o,l). (1.138)
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Funcionales y célculo variacional

Es decir, tenemos que

Jerno |5

para todo #(s), y por lo tanto el paréntesis cuadrado debe ser idénticamente

(t) rect(t;0,1)| =0 (1.139)

cero. Se sigue entonces que

O0F[x]
Sx(t)

= 2x(t) rect(t;0,1) para todo . (1.140)

Veamos un atajo interesante para el cdlculo de derivadas funcionales. Para

funcionales de la forma

— /dtL(x(t)), (1.141)
la derivada funcional es simplemente
O0F[x] dL
= — , 1.142
Ox(t)  dxlx=x(t) ( )
que corresponde al uso de la regla de la cadena
o ox(t') dL
2 ([are Jar |5 =2 1143
Sx(t) (/ (x(¥ > [dx x=x( t’:| Sx(t)  dxlx=x(r) ( )
donde hemos incorporado una nueva regla,
Ox(t') _ o
ox(@) St —1t). (1.144)

Demostracién. Nuevamente aproximamos F[x + € - 17| a primer or-

denen e,

Flie -] = /dtL(x(t) +en(t))

dl. (1.145)
N/dt < +€;7( )dx = x(t)>
luego
1
~(Flx+e-n) - /dt;y [dx _ x(t)], (1.146)

y comparando con (1.124),

O0F[x] dL
ox(t) — dx

©

x=x(t)

Adicionalmente, podemos verificar (1.144) evaluando (1.124) directamente
para Flx] = x(t'),

/dt”(t)(fsz((tt/ = lim - (M—I— en(t M) =(t). (1.147)

e—0 €
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Funcionales y célculo variacional

En un caso mads general, para funcionales de la forma

- / dEL(x(8), %(1)). (1.148)

se cumple S |
T = aLG,0) - S (a0 x0) a1
d1L(x,v) := aL(aJ;' v), o L(x,v) := aLE,:;' v), (1.150)

y la condicién de extremo del funcional F[x| es la renombrada ecuacién de
Euler-Lagrange,

RL(x(t), %(t)) = jt(azL(x(t),x(t))). (1.151)

Esto puede interpretarse como el uso de la regla de la cadena con

5x(t")
Ox(t)

=8t —t), (1.152)

que también podemos verificar evaluando (1.124) directamente para el fun-
cional F[x] = x(t'),

/ dtﬂ(t)ii(é/)) = lim (14 + () — 367) = (F). (1159)

Demostracién. Aproximamos F|[x + € - 7] a primer orden en ¢, esta

vez en ambos argumentos de L,
Flx+e-n] = /dtL x(t) +en(t), x(t) +en(t))
~ /dt )) + en(£)d1L(x(t), 2(t)) (1.154)
+em>%Lua»ﬂow
luego se obtiene
L(Flrenl - Fl) = [at (r0dnLee), 1)
+ (DAL (x(8), £()) ).

Como en el caso anterior, el primer término aporta d;L a la derivada

(1.155)

funcional, mientras que el segundo término puede integrarse por par-
tes, obteniendo

[ atnnaLi =~ [yl di (3aL(x(), 2(1)))  (1.156)
con lo que finalmente se tiene
d
%(]—'[x ten]— ]—"[x]) - /dt "0 <81L - [82L]> (1.157)
y luego (1.149).
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La aproximacién de Laplace
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1.8 — LA APROXIMACION DE LAPLACE

Consideremos la integral unidimensional

Z = /b dxf(x), (1.158)

donde el integrando f(x) > 0 esta fuertemente concentrado en el punto x =
xo, el cual es un maximo de f, como se ve en la Figura (1.4). Esto es,

df _
<dx>x—x0 =0, (1.159a)
(jié)” <0. (1.159b)

Como f(x) es no negativa, podemos reescribirla como

f(x) = exp(In f(x)) (1.160)

y podemos usar la expansion de In f(x) a segundo orden en torno a x = x.
De esta forma obtenemos

d 1 5 [ d?
In f(x) = In f(x0) + (x — xp) <dx lnf>x_x—0|— E(x — X0) (de 1r1f>x_x0
(1.161)
Como xp es un maximo de f, también lo es de In f y se tiene
(d lnf) =0 (1.162)
dx X=Xq ' .
por la condicién de extremo, luego
1nf(x)~1nf(x)+1(x—x)2 d—zlnf (1.163)
- 0 2 0 dx? X=X '

Figura 1.4: La aproxima-
cién de Laplace. La curva en
naranjo es la aproximacion
de Laplace de la funcién en
azul, la cual se desea inte-
grar en el intervalo [4, b], de-
notado por las lineas roja y
verde. La banda en azul co-
rresponde al intervalo [xg —
s,x0 + 8], con s definido en
(1.164).
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La aproximacién de Laplace

Como la segunda derivada de In f es negativa en x(, definimos

2
51—2:: (;zlnf( )) o (1.164)

con lo que nuestra aproximacioén a In f puede escribirse como

In £(x) ~ In f(xo) — 212 (x — x0)2, (1.165)

y finalmente reemplazando en la integral Z, tenemos

Z:/abdxexp(lnf(x)) f(xo / dxexp< ! (x—x0)>

~ f(xo / dxexp( (x—x0)2> (1.166)
usando (12) = V27s f(xo),

donde hemos hecho uso de la condicién de que f esta suficientemente con-
centrada en torno a x = xp tal que se cumple que |f(a)| = 0y |f(b)| = 0, lo
cual a su vez nos permite extender los limites de integracién de a hasta —oo, y
de b hasta co. Claramente esto s6lo se cumplird si |a — x| > sy |b — xg| > s.

Recuadro 1.1 — Aproximacién de Laplace
Si la funcién f(x) posee un méximo suficientemente agudo en x = x,

podemos aproximar la integral Z = | ab dxf(x) como

V2m

Z =~ f(xo) (1.167)
\/( 8x2 lnf) Y=
En d dimensiones, la aproximacién de Laplace se generaliza a
(2m)
Z= [ dxf(x) ~ flxo)— o —, 1168
35 () = f o) A (1.168)
donde H es la matriz de componentes
9?2
H;i(x) = _axiaxj In f(x). (1.169)

» Para mds detalles sobre la aproximacién de Laplace, ver el libro de
MacKay (2003).

27



La aproximacion de Stirling

1.9 — LA APROXIMACION DE STIRLING

El objetivo es obtener una buena aproximacién del factorial n! para n —
oo. Comenzamos expresando el factorial en términos de la funcién gamma de

Euler segtn (1.92),
n=T(n+1)= /000 dt t"exp(—t) = /000 dtexp(nint —t), (1.170)
y usando el cambio de variable t = nu, tenemos que
n! = /Ooo dtexp(nint —t) = exp(nlnn)n /OOO duexp(n[lnu —u]). (1.171)

Vemos que la funcion f(u) := exp(n[lnu — u]) para n — co estd cada vez

mas concentrada en uy = 1, ya que

d 1
g @] = n(bTo - 1) =0, (1.172)
luegoug =1,y
a—Zlnf(u) S L — (1.173)
ou? u=ug U3 '

con lo que se obtiene que s> = 1/n. Entonces, usando la aproximacién de

Laplace, encontramos que

/Ooo duexp(nlnu — u]) ~ v2msf(ug) = \/?exp(—n), (1.174)
y reemplazando en (1.171) obtenemos
n! =exp(nlnn)n /OOO duexp(n[lnu —u]) =~ V2mnexp(ninn —n). (1.175)
Si ahora aplicamos logaritmo a ambos lados tenemos
In (n!) ~In (V27) + (n+ %) Inn —n, (1.176)

pero para n — oo se tiene que n + % ~ ny el término constante In /27t es
despreciable, luego obtenemos la forma més conocida de la aproximacién de
Stirling.

Recuadro 1.2 — Aproximacién de Stirling

Para n — oo es posible aproximar In (n!) como

In (n!) = nlnn —n. (1.177)
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Funciones generadoras

1.10 — FUNCIONES GENERADORAS

Para una secuencia fy, f1, f2, . .. definimos la funcién generadora F(t) como
F(t):=)_ fut", (1.178)
n=0

donde t es un pardmetro continuo. Esta funcién generadora es una manera
conveniente de manipular el conjunto de valores de la secuencia y permite,
entre otros usos, transformar relaciones de recurrencia en ecuaciones diferen-

ciales. En particular, la derivada de (1.178) nos entrega

dF d &
- - ntn
dt d n:of
=Y nft"! (1.179)
n=1
(usandom =n—1) =Y (m+1)fat™,
m=0

mientras que la segunda derivada es

d’F & o
@ - 7;271(7’1 - 1)fntn
- (1.180)
(usando m =n —2) = Y (m~+2)(m~+1) fniat™.
m=0
Otras relaciones convenientes son
dF >
f— = " 1.181
" n;)nfn , (1.181)
d’F &
2 _
e 1;)11(11 — 1) fut", (1.182)
y en general
d'F & n!
= = — ) fut™ 1.183
arF E((m—k)!)fn (1.183)
Ejemplo 1.10.1. Ia funcion generadora de la secuencia geométrica 1,a, a%,a3,.. . es
ad 1
F(t) = i — . 1.184
)=yt = (1.184)

Ejemplo 1.10.2. Queremos encontrar una forma cerrada para los ¢y que cumplen la

relacion de recurrencia

Ck
Ck+1 = b <k+ 1> ’ Cop = 2. (1185)

Escribimos la relacién de recurrencia usando como indice la variable n, de la forma

Cpi1(n+1) = bey, (1.186)
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Funciones generadoras

y luego multiplicamos por t" y sumamos sobren = 0,1,2, ...,

Y beat" =Y cpa(n+ 1)t
n=0

n=0

Definiendo la funcién generadora de la secuencia {c;} como

F(t):=)_ cat",
n=0
tenemos
bF(t) = Y cupr(n+ )" = Y cpnt" !
n=0 n=1

d &, d
—ar;)cnt _EF(t)'

(1.187)

(1.188)

(1.189)

Resolviendo esta ecuacion diferencial de primer orden para F(t) tenemos

F(t) = F(0) exp(bt),

(1.190)

que a continuacion podemos expandir para encontrar los coeficientes c,,

Y cut” = F(0) Y P
n=0 n=0 n.

con lo que se tiene, comparando potencias iguales de t, que

o oy
%{cn—F(o)n!}t = 0.

O —
=0 para todo n

Finalmente tenemos
bﬂ

cn = F(0) <n|> n=0,1,2,...

donde usamos la condicion inicial co = F(0) = 2 para escribir

(1.191)

(1.192)

(1.193)

(1.194)
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Transformadas integrales y convolucién

1.11 — TRANSFORMADAS INTEGRALES Y
CONVOLUCION
Recordaremos aqui los conceptos de transformada integral lineal de una

funcién, y de convolucién entre dos funciones. Diremos que T[f] es una

transformada integral si es un funcional de f de la forma

Tf] (k) = L Z dxK (5 k) £ (%) (1.195)

donde K(x;k) se denomina el kernel de la transformada. Esta transformada
entonces toma una funcién de la variable x y produce una nueva funcién de
la variable k. Por otro lado, la convolucién f * g entre dos funciones f y g es

una nueva funcién que se define como

(Fra)(0) = [ axf)g(x—x) (1.196)

Para una transformada T[f] bajo ciertas condiciones se cumple el teorema
de convolucién.

Teorema 1.1 — Teorema de convoluciéon

Si el kernel K de una transformada T[f] definida segtn (1.195) cumple

K(x +y;k) = K(x;k)K(y; k) (1.197)
entonces se tiene
T[fxg] = T[f]- Tlgl, (1.198)
esto es, la transformada de la convolucién es el producto de las trans-
formadas.
Demostracion.
Frgl= [ dzK(z)(F+8)(2)
= Oode(z {/ dxf(x z—x)}
_ (" dz N de (x+[z—x])f(x)g(z — x)
(usandoy =z —x) = N dx/ dyK(x+y)f(x)g(y)
usando (1.197) = N dx/ dyK )f(x)g(y)
= { Oode x)f }'{/_oodyK(y)g(y)}
=Tlf]-Tlg] @

(1.199)
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Transformadas integrales y convolucién

La utilidad de este teorema es que, si la transformada T tiene una inversa

T~!, podemos calcular la convolucién f * ¢ como

(f+g) = T7[Tlf) - Tlgl]. (1.200)
Podemos definir una transformada inversa integral para el kernel K como
T=1[F](x) = / dkK" (k; x) E (k) (1.201)
tal que
/ kKT (k; x)K(2;K) = 8(x — 2), (1.202)
de forma que se cumpla que la transformada inversa de la transformada de
cualquier funcién f sea la misma funcién f,

7 [7(f]] () = / O:OdkK*(k;x) / °; dzK (z; k) (2)

- [ O:Odzf(z){ [ deK*(k;x)K(z;k)} — f(x).  (1.208)

=0(z—x)

La representacién (1.46) de la delta de Dirac sugiere buscar pares K y K* tal

que

K (ks x)K (s ) = % exp(ik(x — x')), (1.204)

por ejemplo es conveniente la siguiente definicién
K(x;k) := exp(ikx) (1.205a)
Kk x') = %exp(—ikx’), (1.205b)

que ademds cumple

K(x +y; k) = exp(ik(x +y))

= exp(ikx) exp(iky) (1.206)

= K(x;k)K(y; k),

con lo cual la transformadas T y su inversa T~! son
Tif)s= [ 0; dx exp (ikx) £ (x), (1.207a)
T-1[f] := % /_0; dk exp(—ikx) F (k). (1.207b)

Este par de transformadas son esencialmente la transformada de Fourier
y su inversa, pero siguiendo una convencién particular. En fisica es mds co-

mun definirlas de manera simétrica (Riley, Hobson y Bence 2006, pag. 435),

como
Flf] = \/12? /_o:o dx exp(—ikx)f(x), (1.208a)
FUf] = \/12?/0:0 dk exp (ikx) f (k). (1.208b)

32



Transformadas integrales y convolucién

PROBLEMAS

Problema 1.1. Exprese la funcién signo,

1six >0,
sgn(x) = (1.209)
—1six <O,

en términos de la funcién escaléon de Heaviside ®(x). Ultilice este resultado para

escribir el valor absoluto de x vinicamente en términos de x y ©(x).

Problema 1.2. Demuestre que la delta de Dirac es la derivada de la funcion escalon
de Heaviside, haciendo uso de (1.5) y del teorema fundamental del cdlculo.

Problema 1.3. Calcule explicitamente el determinante en la ecuacién (1.64) usando

la transformacion en (1.61).

Problema 1.4. Demuestre que

aaz[,/oz dxf(x;z)} = f(zz)+ /OZ dxaf(E;;;Z)' (1.210)

sin usar el teorema fundamental del cdlculo. Cambie los limites con un escalén de
Heaviside.

Problema 1.5. Resuelva las siguientes integrales,

I — / dxd(x? — 2x — 3), (1.211a)

I, = / dxd(x* —2x —3), (1.211b)
0
4

I = / d65(cos(6)). (1.211¢)
0

Problema 1.6. Construya la aproximacion de Laplace para la integral
7T
Z = / dx exp(n cos x) (1.212)
-7

con n — oo. Compare numéricamente su resultado para distintos valores de n con el
valor exacto,
Z =2mly(n), (1.213)

donde Iy es la funcion de Bessel modificada de primera especie.

Problema 1.7. Demuestre que
rect(ax; —aL,al) = rect(x; —L, L), (1.214)

y usando este resultado, verifique que el limite en (1.17) es un ejemplo de la familia
de limites en (1.36) que dan origen a la delta de Dirac. Escriba la funcién n(u) en
este caso y verifique que ésta cumple (1.37).
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Transformadas integrales y convolucién

Problema 1.8. Muestre que la funcién beta (1.96) tiende a concentrarse en torno
a un valor tinico cuando &« — oo y B — oo. Determine dicho valor y obtenga la
aproximacién de Laplace para B(a, B) en esos limites.

Problema 1.9. Calcule la integral gaussiana

/Ooo duexp(—u?) = \/2E (1.215)

llevdndola a una integral en coordenadas esféricas en 3 dimensiones.

Problema 1.10. Demuestre usando la aproximacion de Stirling (1.177) que el coefi-
ciente binomial definido en (1.100) puede aproximarse como

(Z) A exp ( —n(pnp+(1-p)In(1 - p))) (1.216)

k
paran — ooy k — oo con p = € [0,1].
Problema 1.11. Demuestre que x6(x) = 0.
Problema 1.12. Demuestre que T'(1/2) = /7.

Problema 1.13. Demuestre usando la relacién de recurrencia

Apy2 = Apy1 + ap

que cumple la secuencia de Fibonacci, que la funcion generadora asociada a dicha

secuencia es 1

F) = 1=

t+12)

Problema 1.14. Calcule la convolucién entre dos funciones rectangular rect(s; a, b).
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CAPITULO 2

El proceso de razonamiento

To teach how to live without certainty
and yet without being paralysed by
hesitation is perhaps the chief thing that
philosophy, in our age, can do for those
who study it.

Bertrand Russell

Dia a dia observamos el mundo y en base a ello tomamos decisiones, des-
de las mds nimias a las més trascendentes. Quisiéramos creer por supuesto
que somos racionales, esto es, que tomamos decisiones de manera informa-
da, sin prejuicios y sin que las emociones nos quiten el control. Sin embargo,
excepto en casos muy particulares, nuestras decisiones son tomadas sin tener
acceso a toda la informacién necesaria. En realidad navegamos a través de
las actividades cotidianas en una permanente nube de incerteza, y a pesar de
esto logramos funcionar adecuadamente, guiados por algo que podriamos
llamar intuicién informada™.

Por otro lado, como ideal del razonamiento infalible, alejado de toda emo-
cionalidad, podriamos tener en la mente el pensamiento matemaético, en el
cual nada es maés cierto que un teorema pues una vez demostrado permane-
cerd cierto por siempre, independiente de emociones y prejuicios.

Para poner en contraste ambos casos, podemos pensar por un lado en el
tipo de razonamiento que lleva a demostrar un resultado en matematicas, y
por otro lado el que lleva a resolver un crimen. ;Existe diferencia entre am-
bos? ;Cudl es esa diferencia? El propio Sherlock Holmes, brillante detective
protagonista de las novelas de Arthur Conan Doyle, usa una metodologia ra-
cional bastante cercana a la l6gica pura, basada en la eliminacién sistemética
de posibilidades para resolver los mas extraordinarios crimenes.

Al tipo de razonamiento matematico le llamaremos deduccién 16gica o sim-
plemente deduccién, mientras que nos referiremos al razonamiento de un

detective, incluido Sherlock, como inferencia.
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Deduccion: todas las cartas sobre la mesa

2.1 — DEDUCCION: TODAS LAS CARTAS SOBRE LA
MESA

Llamaremos deduccién al procedimiento 16gico con el cual vamos desde
un conjunto de premisas, que forman nuestro punto de partida y que son
supuestas ciertas de antemano, hasta una consecuencia de ellas, que llamare-
mos conclusién®. Si las premisas se consideran ciertas, la deduccion asegura
que la conclusién es cierta.

Importante: Nisiquierala deducciéon puede determinar que algo
es cierto de manera absoluta, s6lo puede determinar que algo se
sigue (es deducible) de ciertas premisas. Siempre es necesario un
conjunto de premisas.

Algunos ejemplos donde tenemos toda la informacién, y podemos en
principio encontrar una solucién al problema usando el razonamiento de-
ductivo, son: dibujar el camino con el que se escapa de un laberinto, como
el que se muestra en la Figura 2.1, evaluar una expresion algebraica cono-
ciendo los valores de sus variables, resolver un puzzle sudoku o calcular una
derivada simbdlica de forma recursiva usando la regla de la cadena.

En matematica y a veces en fisica se emplean los siguientes nombres for-

males, que utilizaremos también en este libro.

Axioma o Postulado: Una afirmacién fundamental que se supone cierta, sin
necesitar justificacion, de manera de deducir a partir de ella otras

afirmaciones, es decir forma parte de las premisas de una deduccién.

Teorema: Una afirmacion que puede deducirse a partir de uno o mds axio-
mas u otras afirmaciones demostradas previamente, es decir, es la

conclusién de una deduccién.

Lema: Un teorema que es demostrado como un paso intermedio para llegar
a una posterior demostracién méas importante.

Figura 2.1: Un laberinto del
cual podemos encontrar la
salida usando la légica. [fi-
gura adaptada de Hustad
(2021)]
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Inferencia: la mejor apuesta con lo que sabemos

Corolario: Una afirmacién que es consecuencia directa de una o mds afir-
maciones (ya sean axiomas, lemas o teoremas). También es una con-
clusién en el contexto de una deduccién, aunque una mucho mds

inmediata que un lema o teorema.

2.2 — INFERENCIA: LA MEJOR APUESTA CON LO QUE
SABEMOS

Aunque siempre quisiéramos usar la deduccién, ya que ésta asegura la
validez de la conclusién una vez supuesta la validez de las premisas, en la
gran mayoria de los casos esto es imposible y debemos optar por otros méto-
dos de razonamiento.

Veamos algunas clases de situaciones en las cuales la deduccién esta fue-
ra de nuestro alcance. En primer lugar, consideremos el caso cuando a pesar
de tener toda la informacién necesaria, la solucién del problema pasa por ex-
plorar un arbol gigantesco de posibilidades. Por ejemplo, cuando jugamos
una partida de ajedrez o Go, aunque sabemos las reglas del juego y la meta
a alcanzar, el ntimero de posibilidades a evaluar es astronémico. Otro ejem-
plo similar es el cdlculo de una integral simbdlica, para el cual no existe un
algoritmo predefinido y debe procederse a través de una btisqueda de patro-
nes, similar a la exploraciéon del drbol de movidas de una partida de ajedrez.
Finalmente, otro problema matemédtico que no puede ser resuelto de forma
deductiva es la descomposicién de un entero suficientemente grande en un
producto de ntimeros primos. Aunque no existe un algoritmo ttil en la préc-
tica®, en principio este problema podria ser resuelto por fuerza bruta, ya
que sabremos «de sélo mirarla» cuando una posible descomposicién es la co-
rrecta. Sin embargo una vez mds el problema es que el drbol de bisqueda es
demasiado grande para ser manejado.

Ademas de estos casos existen otras situaciones donde no podemos usar
la deduccién, ya que no poseemos la informacion de entrada suficiente, o no
tenemos un criterio bien definido para decidir entre mdltiples propuestas de
solucién. Por ejemplo, en problemas de prediccién de un evento en el futuro,
tales como el saber en qué lugar ocurrird el préximo terremoto de magnitud
mayor que 8.5. A la inversa, tampoco podemos usar la deduccién en proble-
mas de retrodiccién, esto es, reconstruccién de un evento en el pasado como
la arqueologia o incluso la ciencia forense. Preguntas mas abstractas como las
referentes a alguna propiedad del Universo, por ejemplo la naturaleza de la
energfa oscura, o preguntas acerca de una estructura conceptual como podria
serlo una teoria cientifica, tales como si existe una posible teoria que unifique
la fisica cudntica y la relatividad general, también quedan fuera del alcan-
ce de la deduccién, como también ocurre con otras preguntas de naturaleza

filoséfica, por ejemplo la existencia del libre albedrio.

) No existe un algoritmo cldsi-
co, es decir no cudntico, suficien-
temente eficiente. En compu-
taciéon cudntica existe el algorit-
mo de Shor.
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En resumen, podriamos estar en una de tres situaciones

(a) Existe un algoritmo bien definido, pero no es posible usarlo en la préc-

tica por limitaciones de célculo.

(b) No existe un algoritmo que asegure obtener la solucién, y aunque es
posible decidir si una propuesta de solucién es la correcta, no es posible

explorar todo el espacio de soluciones.

(c) Setiene informacién incompleta, ya sea porque no hay datos de entrada
suficientes o porque no se puede validar una propuesta de solucién de

forma satisfactoria.

Para las situaciones (a), (b) y (c), consideraremos el razonamiento me-
diante la inferencia en lugar de la deduccién légica. Llamaremos inferencia
al procedimiento con el cual obtenemos la mejor respuesta dada la informa-
cién que poseemos. El costo que pagamos al no tener toda la informacién es
que se pierde la certeza de la deduccién: nada asegura que nuestras conclu-
siones por medio de la inferencia sean ciertas, y lo tinico que podemos lograr
es afirmarlas con cierto grado de plausibilidad, esto es, la inferencia nos entrega
un conjunto de posibilidades que podemos ordenar de la mas razonable a la
menos razonable dada la informacién usada.

El mismo razonamiento de Sherlock Holmes y otros detectives de la fic-
cién es un caso de inferencia, como lo discute Kadane (2009), a pesar de que el
mismo Sherlock lo denomine como deduccién: en todos sus casos se conside-
ran algunas de las hipétesis plausibles que explican lo ocurrido —jhipétesis
que surgen de su intuicién o imaginacién, de hecho!— las que luego se van
eliminando conforme se obtienen nuevas evidencias. Un heredero legitimo del
razonamiento detectivesco de Sherlock Holmes es presentado elegantemente
en la serie de television Dr. House®. En ella, Gregory House, un brillante es-
pecialista en diagndstico médico, resuelve casos aparentemente inexplicables,
usando el método llamado de diagndstico diferencial, un proceso de elimina-
cién sistemadtica que pasa por realizar exdmenes, recoger la historia médica
del paciente, incluso llegando a entrar ilegalmente a casas en busqueda de
nuevas evidencias. Cada pieza de informacién recogida hace méds o menos
plausibles las distintas explicaciones a los sintomas, las que literalmente van
siendo anotadas y eliminadas del pizarrén hasta que se confirma un diagnés-
tico.

Ademads del razonamiento que busca explicaciones, como el de Holmes
o House, otra categorfa por excelencia donde se realiza inferencia es la que
involucra el azar, o los denominados fenémenos aleatorios (también deno-
minados fendmenos estocasticos), y que se centra en la prediccién de eventos

futuros.

@ Los creadores de la serie ad-
miten abiertamente que la ins-
piracién para House fue Sher-
lock Holmes, con quien compar-
te muchas caracteristicas como
la capacidad analitica, el abuso
de sustancias y una vision de la
vida centrada en la racionalidad
por sobre la empatia.
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Inferencia como modelos actualizables

Consideraremos los fendmenos aleatorios como casos donde es imposible
en la practica adquirir la informacién necesaria porque hay detalles micros-
copicos del fendmeno que estdn permanentemente fuera de nuestro control,
lo cual evita que puedan ser tratados de forma determinista. Por ejemplo, en
el caso del lanzamiento de una moneda, si pudiéramos conocer la distribu-
cién de masa de ésta, su vector velocidad inicial con completa exactitud, y
a la vez conocer todo el detalle de las corrientes de aire que la rodea y del
campo gravitacional terrestre, podriamos en principio calcular el resultado
del lanzamiento como cara o sello con completa exactitud.

Importante: El que sea imposible adquirir la informacién para
alcanzar determinismo puede deberse a limitaciones précticas de
mediciéon experimental o procesamiento de datos, pero también
existe la posibilidad de limitaciones intrinsecas a nuestro actuar
impuestas por las leyes de la fisica, como las que interpretamos
a partir de la fisica cudntica. Este es un punto que esta lejos de
poder tener una respuesta definitiva, dado nuestro escaso enten-

dimiento de los fundamentos de la teoria cuantica.

2.3 — INFERENCIA COMO MODELOS ACTUALIZABLES

Si existe un método bien establecido y exacto —la l6gica— para realizar
deducciones cuando se tiene toda la informacién, surge la pregunta de si exis-
te un método tnico u Optimo para realizar inferencias cuando no tenemos
acceso a la deduccion. ;Podemos unificar el razonamiento de Holmes, Hou-
se y el razonamiento estadistico utilizado para la prediccion, entre muchos
otros, en un tnico método o conjuncién armoniosa de métodos posible de ser
aprendida, por ejemplo, durante una carrera cientifica?

La respuesta que postulamos en este libro es afirmativa, y es la que se ha
denominado razonamiento bayesiano. Este es un tipo de inferencia que se
basa en el concepto de probabilidad —que nosotros desarrollaremos en capitu-
los posteriores— entendida como un grado de plausibilidad que asignamos a
una hipétesis de forma subjetiva, aunque siempre basados en la informacién
disponible.

En nuestro recorrido por la inferencia comenzaremos introduciendo, por
ahora sin una base matematica, dos conceptos fundamentales. Un estado de
conocimiento, que denominaremos genéricamente con el simbolo I, repre-
senta el conjunto de nuestras premisas bajo las cuales intentamos hacer infe-
rencia, ya sea para explicar un hecho ocurrido o predecir un evento futuro.
También nos referiremos a I como la informacién en base a la cual podemos
construir un modelo, que denominaremos con el simbolo M, entendido con-
ceptualmente como un representacién abreviada o un «resumen» que captura

ciertos aspectos de la realidad.
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La meta de la inferencia es entonces tomar una informacién I y a partir
de ella construir un modelo M(I), de tal manera que para la misma infor-
macién el modelo sea el mismo, consiguiendo con esto que los modelos sean
objetivos, independientes de cualquier peculiaridad o idiosincrasia de quien
los construye.

Un modelo M serd entonces capaz de dar respuestas correctas a ciertas
preguntas que hacemos sobre la realidad, y por supuesto fallara al contestar
otras preguntas, dado que por construccién es incompleto®. Lo interesante
delaidea de modelos es que éstos podrian contestar correctamente preguntas
sobre las cuales no hemos incorporado informacién.

Un buen modelo es «compacto», captura la esencia de un fenémeno y
para esto incorpora la informacién I mas importante para la descripcién de

éste, dejando afuera todos los detalles irrelevantes.

Figura 2.2: Esquema de fun-
cionamiento de un procedi-
miento de inferencia en base
a construccion y refinamien-
to de modelos. Un modelo,
una vez construido, vive en
este ciclo de refinamientos
sucesivos hasta que decidi-
mos que representa suficien-
temente bien los aspectos de
la realidad que nos intere-
san.

®) Si pudiera reproducir cada
aspecto de la realidad, clara-
mente ya no se tratarfa de un
modelo sino de una copia exacta
de la realidad.
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Cuando un modelo M da una respuesta R que no esta de acuerdo con
la realidad, hemos adquirido nueva informacién que no estd incluida en I.
Entonces, tenemos la opcién de desechar tal informacién (porque no nos in-
teresa replicar ese aspecto de la realidad en el modelo) o incorporarla, en cuyo
caso pasamos de un estado de conocimiento I a uno diferente, I, en el que
construimos un modelo actualizado M" = M(I").

Nos vemos entonces envueltos en un ciclo de refinamientos sucesivos de
un modelo, en el que vamos iterativamente incorporando nueva informa-
cién. Esto lo hacemos «desafiando» al modelo a contestar nuevas preguntas
y contrastarlas con la realidad, hasta que decidimos que el modelo captura
lo suficiente, como se muestra en la Figura 2.2. Considerando cada uno de
los eslabones que unen sus elementos, vemos que una teoria de inferencia

necesita varios componentes, en forma de reglas.
Recuadro 2.1 — Elementos de una teoria de inferencia
Una teoria de inferencia deberia poseer reglas para
(1) Construir un modelo a partir de informacién inicial,
(2) Contestar preguntas acerca de la realidad usando el modelo,
(3) Comparar las respuestas que da el modelo con la realidad,

(4) Actualizar un modelo cuando hay desacuerdo con la realidad.

El cémo llegar a estas reglas usando la l6gica y la matematica serd el ob-

jetivo de los siguientes capitulos.

41



CAPITULO 3

Logica proposicional

How often have I said to you that when you have
eliminated the impossible, whatever remains,
however improbable, must be the truth?

Sherlock Holmes, The Sign of Four

Una vez establecida una base matemadtica, continuamos nuestro recorrido
revisando los elementos bdsicos de la légica proposicional, dando ejemplos
de las reglas véalidas para avanzar desde un conjunto de premisas hasta una
conclusion, para finalmente unir el lenguaje de la 16gica con la matematica tra-
dicional de variables discretas y continuas a través de las funciones indicador.

El primer paso para razonar usando la l6gica es escribir todas las afir-
maciones conocidas, y las que se desea probar o refutar, como proposiciones
légicas, y conectar éstas usando operaciones légicas que expresan lineas de

razonamiento del tipo

Si esto es cierto, entonces se sigue que esto otro debe ser cierto.

3.1 — PROPOSICIONES LOGICAS

Llamaremos proposicién légica, o simplemente proposicién, a cualquier afir-
macién que, en principio, puede ser declarada verdadera o falsa. Algunos
ejemplos de proposiciones validas son

A = “La capital de Francia es Paris”, (3.1a)
B = “El cuadrado de 6 es 49”, (3.1b)
C = “Esta lloviendo ahora”, (3.1¢)

D = “La teoria de la Relatividad General de Einstein es correcta”, (3.1d)

E = “Lalliada y la Odisea fueron escritas por un tinico autor.”. (3.1e)

Podemos suponer a las etiquetas A, B,C, D, E en el ejemplo anterior co-
mo variables booleanas, esto es, que s6lo pueden tomar uno de dos valores:
verdadero o falso.
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Operaciones légicas

Denotaremos simboélicamente el valor verdadero como T y el valor falso
como F, con lo que podemos decir A € {T,F}. Con el conocimiento ge-
neral que tenemos referente a geografia y aritmética, podemos decir que la
proposicién A es cierta, mientras que la proposiciéon B es falsa, por lo tanto,

simbolicamente escribiremos

Con esto estamos especificando el valor de verdad de A y de B. En esta no-
tacion, dos expresiones légicas conectadas con = tienen el mismo valor de
verdad.

Respecto a las proposiciones C, D y E, vemos que determinar su valor de
verdad no es tan sencillo como en el caso de A y B pero es en principio posible.
La proposicién C requiere especificar donde se sittia geograficamente quien
intenta evaluarla, y a qué instante en especifico se refiere «ahora». Por otro
lado, el consenso en la comunidad de la fisica es que la proposicién D es cier-
ta, sin embargo entenderla requiere un contexto altamente técnico, mientras
que la proposicién E es directamente entendible pero no existe un consenso
claro entre los historiadores.

De la misma manera como ocurre en el caso de las identidades matemati-
cas, por ejemplo

(a+b)* = (a® +2ab + b?)

donde la igualdad es cierta para cualquier valor que tomen las variables a y
b, existen identidades 16gicas que son vélidas para cualquier valor de verdad
de las proposiciones involucradas. Por ejemplo, la regla

La negacion de la negacion de una proposicion es la misma proposicion.

es una identidad l6gica, que podremos escribir de manera simbélica una vez

introducidas las operaciones 16gicas, a continuacion.

3.2 — OPERACIONES LOGICAS

Para llevar a cabo el proceso de deduccién se necesita combinar las dis-
tintas proposiciones légicas que forman parte de nuestras premisas con el
fin de llegar a una conclusién, vdlidamente establecida. Para esto, existen las
operaciones légicas basicas: negacion, conjuncion y disyuncion, que juntas cons-
tituyen un dlgebra para las proposiciones légicas.

Escribiremos —A para referirnos a la negacién de A, conocida también
como la operacién not. Su definicion se entrega a través de su tabla de ver-
dad, que se muestra en la Tabla 3.1 (izquierda), y su efecto es simplemente

transformar T en F y viceversa.
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Tabla 3.1: Las operaciones

A B AANB AVB de la légica: Negacion (—),

A —-A E F E E E\(jr)l']unaon (A) y disyuncién
F F T F T
F T F F T
T T T T

La tnica identidad l6gica que podemos construir s6lo usando la negaciéon
es la que mencionamos anteriormente, que nos dice que la negacién de la
negacion de A es A,

-(-A) = A (3.2)

La operacién negacién es una operacion légica unaria, es decir, recibe un
s6lo argumento, mientras que existen dos operaciones binarias, esto es, que
reciben dos argumentos, las cuales formaran la base de nuestra dlgebra boo-
leana. La conjuncién entre A y B, también conocida como and, y que deno-

minaremos A A B, representa la afirmacién
Ay B son ambas ciertas.

Por otro lado la disyuncién entre A y B, también conocida como or, y que

denominaremos A V B, representa la afirmacion
A es cierta o B es cierta, o ambas son ciertas.

La conjuncioén y la disyuncién se encuentran definidas a través de sus tablas
de verdad en la Tabla 3.1 (derecha). Ambas son operaciones conmutativas,

ANB=BAA, (3.3a)
AVB=BVA, (3.3b)

y asociativas,
AN(BAC)=(AANB)AC=AABAC, (3.4a)
AV(BVC)=(AVB)VC=AVBVC, (3.4b)

por lo que en una secuencia de conjunciones o disyunciones se puede omitir
los paréntesis. De la misma forma, conjuncién y disyuncién son distributivas

una sobre la otra, esto es

AN(BVC)=(AANB)V(ANC), (3.5a)
AV(BAC)=(AVB)A(AVC). (3.5b)
Hasta aqui podemos imaginar que la negacién se comporta como el andlo-

go del inverso aditivo a — —a, la conjuncién como el analogo de la multipli-
caciéna, b — a - by la disyuncién como el andlogo de la adicién, a,b — a + b.
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De hecho podemos establecer que F es el elemento neutro de la disyuncién,
AVEF = A, (3.6)
y T el elemento neutro de la conjuncién,
ANT = A. (3.7)

Sin embargo, las siguientes propiedades muestran un comportamiento dife-
rente. La ley del tercero excluido es la identidad

AV (-A) =T, (3.8)

que nos indica que A debe ser cierta, o debe ser falsa, y no hay otras alternati-
vas. Vedmoslo caso a caso: si A = F, entonces “A = T y tenemos FVT =T,
mientras que si A = T, se tiene A = F y entonces TVIF = T. En am-
bos casos hay exactamente un factor que es verdadero, haciendo la expresion

completa verdadera.

Importante: En el caso en que tenemos una identidad del tipo
(3.8), donde una expresion légica es igual a T, podemos afirmar
simplemente dicha proposicién l6gica, es decir, podemos escribir
directamente

AV (0A). (3.8)

Las leyes de De Morgan nos muestran como se distribuye la negacién sobre

la conjuncién o la disyuncion,

~(ANB) = (=A) V (-B), (3.9a)
~(AVB) = (=A) A (—B), (3.9b)

de manera que el efecto no es sélo distribuir la negacién sino que la con-
juncién cambia a disyuncién, y viceversa. Podemos por tanto usar las leyes
de De Morgan para eliminar una de las operaciones binarias en favor de la
otra®.

Una regla mnemotécnica ttil para (3.9a) es recordar que la tinica manera
de que A A B sea falso es que A sea falso o que B sea falso. De la misma
manera, una regla util para recordar (3.9b) es que la tinica manera de que
AV B sea falso es que tanto A como B sean falsas.

Si usamos (3.9b) para negar ambos lados de (3.8) obtenemos el llamado
principio de no contradiccion,

AN (-A) =TF, (3.10)

que nos dice que es imposible que A sea cierta y a la vez sea falsa. De nuevo,
viéndolo caso a caso tenemos T AF = TF si A es verdadera, mientras que
obtenemos IF AT = [F si A es falsa.

™ Gracias a las leyes de De
Morgan es posible construir la
légica sélo con dos de las tres
operaciones, por ejemplo, sélo
con negacién y disyuncién.
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Operaciones légicas

A B A=B
F F T
F T T
T F F
T T T

Podemos definir una tercera operacién légica binaria, la implicacién 16gi-
ca (o simplemente implicacién) A = B, que leeremos como A implica B, en

funcién de las operaciones conjuncién y disyuncién como

A= B:=(=A)VB. (3.11)

La implicacién sélo es falsa cuando A es cierta pero B es falsa, como se ve

en la Tabla 3.2, y por tanto representa la afirmacion
Si A es cierta entonces B es cierta.
De hecho, podemos reescribir A = B de acuerdo a

A= B
— (—\A) V B
5 (A V (~[-B))
— =(AAN-B)

(3.12)

es decir, la implicacién puede entenderse como la negacion de la frase «A
ocurre pero B no». Notemos también que la implicacion A = B es verdadera
para A = F independientemente del valor de B, propiedad que se conoce
como el principio de explosion: «de una falsedad se sigue cualquier cosa» (ex
falso quodlibet.

Importante: jLa implicacion légica no necesariamente significa
una relacion de causa y efecto! Del hecho que B ocurra sin falta
cuando A ocurre no se sigue que A sea la causa de B. Bien po-
dria ser que A y B son causados por un tercero C, o que no tenga

sentido ningtn tipo de relacién causal entre ellos.

También es posible reescribir A = B como

A=1B
— (mA)VB
< BV (—A)
< (=B) = (-A)

(3.13)

Tabla 3.2: Implicacién 16gi-
ca (=). La expresion A =
B es sélo falsa cuando A es
ciertay B es falsa.
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con lo que vemos que si A implica B, entonces puede concluirse que la nega-
cién de B implica la negacion de A. Esto nos lleva a dos tipos de argumentos o
reglas de deduccién, cuyo origen es muy anterior a la formulacién simbdlica

de la légica.

Recuadro 3.1 — Dos reglas de deduccion clasicas

Modus ponens: Si R es cierto y R = S es cierto, entonces S es cierto.

Esto es, (R=S)AR=Tsereducea S =T.

Modus tollens: Si S es falsoy R = S es cierto, entonces R es falso.

Esto es, (R=S)A(—S) =TsereduceaR =TF.

Adicionalmente, utilizando la implicacién podemos definir tres términos
ampliamente usados en matematicas.
A es condicién necesaria para B: B es s6lo cierta si se cumple A.
Es decir,
B = A.

De acuerdo al modus tollens, también se cumple
—A = —B.

A es condicidn suficiente para B: Si A sea cierta entonces B es cierta.
Es dedir,
A = B.

A siysoélosi B: Si A secumple, entonces B se cumple, y viceversa.

Esto es,
(A= B)A(B=A).

En este caso también diremos que A es equivalente a B, usando la no-
tacion
A< B.

Ejemplo 3.2.1. Veamos algunos ejemplos para ilustrar estas tres definiciones.

(a) Tener 18 afios 0 mds es una condicién necesaria para poder tener licencia de
conducir. Si se tiene licencia de conducir, entonces se tiene 18 afios o mds.
Esta no es una condicion suficiente, porque ademds de tener 18 afios o mds se
requiere haber aprobado ciertas pruebas psicomotoras.

(b) Que esté lloviendo es condicién suficiente para que la tierra esté mojada. No-
temos que no es condicion necesaria, ya que por ejemplo si el patio fue regado
también la tierra estard mojada, aunque no haya llovido.

(c) Tener nota igual o superior a la nota minima (por ejemplo 4.0) es condicién
necesaria y suficiente para aprobar un curso. Podemos decir que el curso se
aprueba si y solo si se obtiene una nota igual o superior a la minima, y también
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Métodos de demostracion

podremos decir que aprobar el curso es equivalente a tener nota igual o superior

a la minima.

3.3 — METODOS DE DEMOSTRACION

Ahora que conocemos y dominamos las operaciones de la l6gica, veamos
algunos métodos utilizados para demostrar la verdad o falsedad de una pro-

posicion a partir de un conjunto de premisas.

3.3.1 Laregla de resolucién

Consideremos dos proposiciones R y Ry, dadas por

AVC, (R1)
BV (-C), (R2)

donde la primera contiene una proposicién C y la segunda su negacion, —C.
Reescribiendo R; y R, como implicaciones, tenemos

(_‘C) = A, (Rl)
C = B. (R2)

Si ahora suponemos que tanto Ry como R; son ciertas, entonces tenemos
dos casos. Cuando C es cierta, Ry nos dice que B debe ser cierta, mientras
que si C es falsa, R; nos dice que A debe ser cierta. El resultado final, inde-
pendiente de C, es que si R; y Ry son ciertas entonces A V B debe ser cierta.

Tenemos entonces el siguiente teorema, denominado la regla de resolucion.

Teorema 3.1 — Regla de resolucién

Si para tres proposiciones A, By C se cumple la identidad
(AVC)A(BV (=C)) =T, (3.14)
entonces también se cumple la identidad
AVB=T, (3.15)

independiente del valor de verdad de C.

Este resultado puede ser entendido como si C cancelara —C,

(AVEZ) A (BV (=€)

— AV B.
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Métodos de demostracion

Ahora generalizaremos esto a dos proposiciones l6gicas compuestas Ry’
y Ry’, dadas por

ALV CV Ay, (R1)
B1V (=C)V By, (Ry)

Como podemos redefinir A := (A1 V Az) y B := (B V By), y escribir

A1VCV A, =(A1VA)VC=AVC, (Ry)
B1V (=C)V By = (B1VB;)V(=C)=BV(=C), (R2)

la regla de resolucién asegura que si
(A1VCVA))AN(B1V(=C)VBy) =T (3.16)
es una identidad, entonces
A1VA VB VB, =T (3.17)

también es una identidad. La regla de resolucién encapsula todo el proceso
de deduccién en la légica proposicional, y puede ser usada como una regla
Unica para demostrar teoremas comenzando desde un conjunto de axiomas.
De hecho, las reglas del modus ponens y el modus tollens son casos particulares
de la regla de resolucién.

3.3.2 Induccion matematica

Se desea demostrar A, = T para todo entero n > 1, es decir,
ATNANASNA ... =T. (3.18)

La técnica de induccién matemdtica para demostrar (3.18) consiste en lo si-
guiente.

(1) Se demuestra que A es cierta.

(2) Se demuestra que (A,_1 = Ajy) es cierta para cualquier enteron > 1.

Si ambos pasos (1) y (2) son exitosos entonces (3.18) es cierta, esto es, A, es
cierta para todo entero n > 1. Para ver por qué este argumento de induccién

matemadtica es correcto, basta aplicar modus ponens iterativamente comenzan-
do desde A;,

de A1 A (A1 = Ap) =T sesigue que A, =T,
de A> A (A = Aj

( )

( ) = T se sigue que A3 =T,
de Az A\ (A3 = Ay) = T sesigue que Ay =T,

( )

de Ay N\ (Ag = As) =T se sigue que A5 =T,
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3.3.3 Prueba por contradiccion

Nuestro problema es demostrar que, a partir de n premisas Ay, Ay, ..., Ay
se sigue una conclusién B, y para realizar este tipo de demostracién, supon-
dremos en primer lugar el conjunto de todas premisas, llamémoslo R, como
cierto,

Ri=A NAN...NA, =T, (3.19)

para luego agregar como cierta la negacién de la conclusién, =B, esperando
con ello demostrar que esta conjuncién ampliada de n + 1 proposiciones lleva

a una contradiccion. Es decir, buscamos probar que
AiNAZAN...NAL N (-B) =F. (3.20)

Este razonamiento es correcto, dado que sustituyendo (3.19) en (3.20) tene-

mos
RA(=B) =F
<+ TA(-B)=F
< B=T (V)

Para lograr probar (3.20) son vélidas todas las reglas de la l6gica que he-
mos visto, en particular puede usarse repetidamente modus ponens, modus to-

llens, resolucién o las identidades como (3.8) y (3.10).

Ejemplo 3.3.1. Demostremos la regla del modus ponens: si R es cierto,y R = S es
cierto, entonces se sigue que S es cierto. Tenemos dos premisas,

A1 =R,
AZZ (R:>S),

y nuestra conclusién a demostrar, S. Formamos entonces la expresion

RA(R = S) A (=)

< RA([ZR]VS) A (=S)

s ((RAFRITV (RAS) A (-5)
< (RAS) A (=S)

F
< RA(S =T, (3.21)

que por tanto es una contradiccién, y hemos mostrado que S se sigue de RN\ (R = S).

Ejemplo 3.3.2. Considere las siguientes afirmaciones:

(1) Si el Ministro sabia de los abusos, entonces mintié al pueblo y debe renunciar.
(2) Si el Ministro no sabia de los abusos, entonces fue incompetente y debe renun-

ciar.
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Demuestre que de (1) y (2) se sigue que el Ministro debe renunciar®.
Solucion: Definiremos las proposiciones

S = “El Ministro sabia de los abusos”, (3.22a)
M = "“EI Ministro mintié al pueblo”, (3.22b)
I = “El Ministro fue incompetente”, (3.22¢)
R = “El Ministro debe renunciar”, (3.22d)

con las que podemos escribir nuestras premisas como

S=M, (3.23a)
M=R, (3.23b)
(=S) =1, (3.23¢)
I= R (3.23d)

y la negacion de la conclusion como —R. Debemos probar entonces la identidad
(S=M)AM=R)AN([-S]=I)AN(I=R)AN(-R) =F. (3.24)

Ahora simplemente desarrollamos sustituyendo la definicion de implicacion y distri-
buyendo las operaciones l6gicas,

(S= M)A(M=R)A([-S] = I)A(I = R)A(-R)
“ (°SVM)A (=M VR)A(SVI)A(=IVR)A(=R)

5 («SV M)A (=MVR)A (Svl)/\((ﬂl/\ﬁR)\/MF

(—\S\/M) (—\M\/R) (5\/1) (—|I) (—|R)
) A (
)A (M

(=S V M) A
(ﬂS\/M

((=8) A (=M)) \/MA (=R) A (SVI) A (-I)

=8) A (=M) A (=R) A (SV ) A (=)

(
(=M) A (=R) A ((S A —I) \/M]F
(~M) A (=R) A S A (=)

(—|M/\ﬂR \/M/\ SVI)A(=I)

M)A (=R)A(SVI) A (=)

> (58}~ SYA (~M) A (=R) A (=)
— FA(-M)A(=R)A(—I) =TF. (3.25)
La reconstruccion en lenguaje natural de la demostracion diria mds o menos asi: @ Cualquier parecido con la

realidad es solamente coinci-
dencia

“Supongamos que el Ministro no debe renunciar. Entonces, no
fue incompetente, y entonces sabia de los abusos. Por otro lado,
si no debe renunciar, entonces no mintié, y si no mintié entonces
no sabia de los abusos. Como sabia y no sabia de los abusos se
ha llegado a una contradiccion, y la suposicién inicial de que el
Ministro no debe renunciar es falsa.”
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Pasaremos ahora a definir dos conceptos, comenzando por el de proposi-

ciones mutuamente excluyentes.

Definiciéon 3.1 — Proposiciones mutuamente excluyentes
Diremos que dos proposiciones A y B son mutuamente excluyentes si
se cumple

A= (—B), (3.26)

que es equivalente a
B = (-A). (3.27)

Es decir, A y B no pueden ser ciertas a la vez,
-(ANAB).
Ademés del ejemplo trivial de las proposiciones A y = A, podemos pensar
en las proposiciones A=«n es par» y B=«n es impar», o por ejemplo

A = «Mi casa queda 100 km al norte de Coquimbo»,
B = «Mi casa queda 100 km al sur de Coquimbo».

De manera similar, también podemos definir el concepto de conjunto exhaus-

tivo de proposiciones, o simplemente proposiciones exhaustivas.

Definicion 3.2 — Proposiciones exhaustivas
Diremos que las proposiciones Aj, Ay, ..., A, forman un conjunto

exhaustivo si se cumple,
AiVANV...VA,, (3.28)

es decir, al menos una de ellas debe ser verdadera. Dicho de otra ma-

nera, no es posible que todas sean falsas, es decir,

(—\Al) A (—\Az) VAN (ﬂAn) =TF. (3.29)

En términos sencillos, un conjunto exhaustivo de proposiciones cubre to-

das las posibilidades, sin dejar ninguna fuera.
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Por ejemplo, el conjunto de las doce proposiciones

A1 = «El mes actual es enero»,
Ay = «El mes actual es febrero»,

A3z = «El mes actual es marzo»,

A1y = «El mes actual es diciembre»,

es un conjunto exhaustivo.

Un ejemplo por excelencia del uso de la regla de Sherlock Holmes («cuan-
do se ha eliminado lo imposible, lo que queda debe ser la verdad») es el
puzzle denominado sudoku. Ahi efectivamente se pueden evaluar todas las
alternativas y eliminar todas excepto una, que resulta ser la solucién. En la
Figura 3.1 se muestra un puzzle sudoku de 4x4, cuya solucién en términos de

proposiciones légicas veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.3 (Sudoku). Para resolver el puzzle en la Figura 3.1, escribamos las
restricciones iniciales para las 12 proposiciones 16gicas que describen las posibles so-
luciones, donde por ejemplo az = «la casilla a contiene el valor 3». Eliminaremos como
falsas las proposiciones que son prohibidas por las cuatro casillas dadas del puzzle,
para esto reconociendo las restricciones que impone cada casilla ocupada, como se

muestra en (3.30) a continuacion.

1 = (—a) A(=b) A (—er) A=) A(=s1) A (=f1) =T, (3.30a)
4 = (—rg) A (78g) A (—tg) A(2bg) A (meg) A (—xy) =T, (3.30b)
2 = (=da) A(me) A(=f2) A(—e2) A (mx2) A (—y2) =T, (3-300¢)
3 = (—x3)A(—y3) A(—z3) A(—e3) A (=f3) A(—r3) =T. (3.30d)

Enseguida escribiremos los valores posibles para cada una de las doce casillas

desconocidas en la forma de conjuntos exhaustivos de proposiciones, para luego ir

Figura 3.1: Puzzle sudo-
ku de 4x4 donde las casi-
llas desconocidas (en azul)
estan etiquetadas con nom-
bres de variables, cada una
de éstas tomando valores
€ {1,2,3,4}. La solucion se
discute en el Ejemplo 3.3.3.
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eliminando los valores prohibidos de acuerdo a (3.30),

g{@:az VazVay =T, (3.31a)

%15 by Vb3V yZIF: T, (3.31b)

S oY eV R T, (3.31¢)
IF

divVd#BVdyvd, =T, (3.31d)

el \/%(\]}:%'@:84 =T, (3.31e)

/{’15 ﬁ ;{15 =T, (3.31f)

p{@F 2V pf\]}: m‘li T, (3.31g)

;(\9252 V s3 V}{E T, (3.31h)
bV VitV ;4‘1]; T, (3.31i)
VI Y R T, (331))
Y1 \/yz{?/:y/f?/:m =T, (3.31k)
z1V 2z \/;!\IfZAL =T. (3.311)

Solo con esta informacion ya hemos establecido c3 = T, f4 = T, = Ty
x1 = T, determinando los valoresc = 3, f = 4,r = 2y x = 1 que nos completan
las dos filas centrales del puzzle.

Nos quedan 8 incégnitas por determinar, las correspondientes a las filas 1 y 4,
y el siguiente proceso es escribir las restricciones debido a las dos filas centrales. Si
vamos de izquierda a derecha columna a columna, tenemos

(agNs3)V (azAsy) =T, (3.32a)
(ba At))V (b Atp) =T, (3.32b)
(dsAya) V (dsAys) =T, (3.32¢)
(g ANzp)V(eaNzp) =T (3.32d)

Como sy = F por (3.31h), entonces (3.32a) implica as ANs3 = T, es decir,a = 4y
s = 3. De la misma manera, by = F por (3.31b), luego (3.32b) implica by ANt; =T,
es decir, b = 2y t = 1. Nuevamente, y3 = IF por (3.31k), entonces (3.32c) implica
d3 ANys = T, es decir, d = 3 yy = 4. Finalmente, e = F por (3.31e), entonces
(3.32d) implica ey Nzp =T, es decir,e =1y z = 2.




Funciones indicador

3.4 — FUNCIONES INDICADOR

Introduciremos ahora un concepto fundamental para el desarrollo de los
siguientes capitulos, la funcién indicador, mediante la cual podemos trans-

formar identidades de la l6gica en identidades aritméticas.

Definicién 3.3 — Funcién indicador
Para una proposicion légica A definiremos la funcién indicador Q(A)

como
1siA=T
Q(A) = (3.33)
0siA=F.

En otras palabras, la funcién indicador simplemente define una transfor-
macién (mapa) que lleva T hacia 1 y IF hacia 0. Por ejemplo, la negacién en la
Tabla 3.1 puede transformarse en la siguiente identidad,

Q(-4) = 1-Q(4), (3.34)

mientras que la conjuncién en la Tabla 3.1 se reduce a

Q(AAB) = Q(A)Q(B). (3.35)

Para determinar la funcién indicador de la disyuncién, usamos (3.34),
(3.35) y una de las leyes de De Morgan, (3.9b),

Q(AVB) =1-Q(~(AVB))
=1-Q((~4) A (-B))
=1-Q(=A4)Q(-B) (3.36)
=1-(1-Q(A)(1-Q(B))
=1-{1-Q(4) - Q(B) +Q(a)Q(B)},

por lo tanto,

Q(AVB) = Q(A) + Q(B) — Q(AAB), (3.37)

que podemos verificar que estd en acuerdo con la Tabla (3.1). La funcién in-

dicador de la implicacion es
Q(A = B) =Q((~4) VB) = (1-Q(4)) (1-Q(B)) + Q(B).  (3.38)

La funcién indicador de la igualdad entre variables discretas es probable-
mente la mds conocida, y se le llama la delta de Kronecker,

lsin=m,
Qn=m) = =6(n,m) (3.39)
0sin # m.
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Condiciéon Funcién indicador Notacién algebraica

n=m Q(n=m) 5(n,m)

x>a Q(x >a) O(x —a)

x<b Q(x < b) O —x)
X € [a,b] Q(x € [a,b]) rect(x;a,b)

Usando las propiedades (3.34), (3.35) y (3.37) podemos crear nuevas fun-
ciones indicador. Por ejemplo, a partir de la funcién indicador (3.39) fécil-

mente construimos
Qn#m)=Q(-(n=m))=1-Qn=m)=1—-0(n,m). (3.40)

Ejemplo 3.4.1. La funcion indicador de pertenencia a un intervalo [a,b] es la fun-
cion rectangular
Q(x € [a,b]) = rect(x;a,D). (3.41)

Sin embargo, sabemos que un intervalo puede escribirse como la interseccion o la
union de otros intervalos, y esto nos permite deducir otras propiedades de la funcion
rectangular. Si [b, c| es la interseccién de dos intervalos [a,c] y [b,d] cona < b <
c < d, entonces

Q(x € [b,c]) =Q((x € [a,c]) A (x € [b,d]))
=Q(x € [a,c])Q(x € [b,d]) (3.42)

= rect(x;a,c) rect(x; b,d)
pero por otro lado Q(x € [b,c]) = rect(x; b, c) por lo que

rect(x; a,c) rect(x;b,d) = rect(x; b, c).

Ejemplo 3.4.2 (Coeficiente binomial). Queremos determinar el niimero de secuen-
cias con n digitos, k de los cuales son 1y el resto son 0, que sabemos es el coeficiente
binomial (1.100). Para una secuencia dada ey, ey, ..., e, con e; € {0,1} contaremos
las ocurrencias de 1 usando la suma

-

Il
_

k=Y e, (3.43)

por medio de la cual la condicién de que existan k ocurrencias de verdadero en n
repeticiones estard dada por

Qe1+...+e, =k).

Tabla 3.3: Algunas funcio-
nes indicador ttiles.
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Ahora podemos definir el mimero C(k,n) de secuencias con k verdaderos entre n

realizaciones,

11 1
Clkn)=Y_ Y ...) Qler+er+...+en1+e, =k). (3.44)

Clkm) =Y, Y ) {Qer+...4+e1+0=k)

(3.45)
1 1 1
=Y Y ..} {Q(el+...+en_1 =k)
e1=0e=0 ¢,_1=0
—|—Q(€1 S I | :kl__ll)}/
esto es, se tiene la relacién de recurrencia
Ck,n)=C(k,n—1)+C(k—1,n—1), (3.46)

conocida como la férmula de Pascal, la cual resolveremos utilizando la técnica de la
funcién generadora. Definiendo

[ee]

Fu(t):= Y C(k,n)t* (3.47)
k=0

podemos multiplicar (3.46) por t* y sumar, obteniendo

Y. Cln)t* =Y Clkn—1)t"+ Y Clk—1,n—1)
k=0 k=0 k=0
S Fy(t) = Fua() + Y C(K,n— 1)1 (3.48)
k'=0
— F,(t) = (14 t)F,-1(t)
Notando que
F(t) =Y Clk1)tF =C(0,1) +C(1, 1)t =1+t (3.49)
k=0
oemos que
Fi(t) =Y Clkn)tt = (141)" (3.50)
k=0

y al usar el teorema del binomio para expandir F,(t) tenemos

n

1
F(Hh=(1+0"=Y (Z) ¢ ¥ (3.51)

k=0

luego

Clk,n) = (Z) - k'(nnik)' (3.52)
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Presentaremos aqui una propiedad realmente sencilla, pero que sin em-

bargo nos sera de utilidad cuando usemos funciones indicador.

Lema 3.1. Sia € {0,1} entonces

af(a)=af(1). (3.53)

Claramente esto es asi, ya que paraa = 0 se tiene 0 = 0, y paraa = 1 se

tiene f(1) = f(1). Un corolario importante de este lema es
Q(A)f(u; A) = Q(A) f (u;T) (3.54)

donde f es una funcién arbitraria cuyo valor depende de la proposicién A.
Vemos que la funcién indicador «proyecta» a la funcién f al caso donde A =
T. Usando este resultado podemos deducir

Q(x = x0) f(x) = Q(x = x0) f(x0), (3.55)

para una variable discreta x, que es el analogo discreto de (1.28).

3.5 — CAMBIOS DE DOMINIO DE INTEGRACION

Sea una regioén () que contiene a una regiéon U C (). Usando la funcién

indicador Q(x € U) para la pertenencia a U podemos escribir

/def(x) Q(x € U) /dxf M+/ dxf(x)Q et
_ /u dxf(x), (3.56)

donde () — U es el complemento de la regién U que forma parte de (). Tene-
mos entonces que la regla universal para «proyectar» hacia un subdominio
de integracion U C Q) es

SilU C O, entonces /udxf(x):/odxf(x)Q(xGU). (3.57)

Ademas de poder unificar (1.5), (1.6), (1.10) y (1.12), esta propiedad nos per-
mite escribir (1.25) como

/udxé(x —x) = /deé(x —x0)Q(x € U) = Q(xp € U), (3.58)

lo cual a su vez nos entrega una interpretacién de la delta de Dirac multidi-

mensional como el limite
o1
S(x—xg) = ‘1/13}) VQ(x €V), (3.59)

donde V es una vecindad de volumen pequefio V en torno al punto xo.
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3.6 — VARIABLES DISCRETAS Y SU LIMITE CONTINUO

Procederemos ahora a expresar la idea de variables, tanto discretas como
continuas, como proposiciones légicas y usando la funcién indicador obten-
dremos algunas identidades que seran claves para el desarrollo de nuestra
teoria de la inferencia. Consideremos el caso de una variable discreta que
toma uno de n valores permitidos, X € {x1,...,x,}. Llamando X; a la pro-
posicion «la variable X toma el valor x;» podemos ver que las proposiciones
Xiy Xj coni # j son mutuamente excluyentes,

XiANX;=F sii#], (3.60)

ya que X no puede tomar el valor x; y el valor x; ala vezsii # j. Por supuesto,
sii = j, se tiene X; A X; = X;. Ademds, el conjunto completo de proposiciones

X1, Xs, ..., X, son exhaustivas,
XiVvV...vX, =T, (3.61)

dado que el valor de X debe estar en el conjunto {x1, ..., x, }. Aplicando fun-
cién indicador a ambos lados se tiene

QX1 V...VX,) =Q(T) =1, (3.62)
pero

Q(Xl\/...\/Xn)ZQ(Xl)—|—Q<X2\/...\/Xn)—Q(IX1/\[X2\/...\/X,1])

=F
=Q(X1) +Q(X2V...VX,), (3.63)

ya que X; es mutuamente excluyente con X, V...V X,,. Aplicando (3.63) ite-

rativamente vemos que

QX1 VXaV...VXy) =Q(Xq) +Q(X2) +... +Q(Xy) = )_Q(X;), (3.64)
i=1
y por lo tanto
Y QX)) =1. (3.65)
i=1

Esto podemos escribirlo de una forma maés descriptiva, que utilizaremos

en Estimaciéon, como

iQ(X =x)=1. (3.66)

i=1

La interpretacién de este resultado es la siguiente: dado un valor de X,
digamos X = xy, s6lo el término k-ésimo de la sumatoria de la izquierda sera
igual a 1, mientras que todos los demads términos serdn iguales a cero, resul-
tando la suma siempre igual a 1 (sin importar cudl sea k). Mds atin, es posible
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Funcién indicador delta de Dirac

n oo

Y QX =x)=1 / dxd(X —x) =1
i=1 —c0

n oo

Y QX =x)x =X / dxé(X —x)x =X
i=1 —c0

—00

L QX =) () = () [ dxs(X—x)fx) = fX)

deducir otra propiedad interesante. Multiplicando (3.66) por X a ambos la-

dos, tenemos que
n
X) QX=x)=X, (3.67)
i=1

y si ahora distribuimos X al interior de la suma y usamos (3.55), obtenemos

n

X é@(x —x) =) (Qx=x)X) =} (Qx =x)x), (69

i=1 i=1

con lo que finalmente llegamos a la sugerente propiedad

iQ(X =x)x =X (3.69)

i=1

que nos dice que cualquier variable discreta puede escribirse como la suma
de sus valores posibles, ponderados por la funcién indicador. Es inmediato
ver que también se cumple, para cualquier funcién f(X),

QX = x;)f(x:) = f(X). (3.70)

n
i=1

Para ver en mayor profundidad la conexién entre la funcién indicador y
la delta de Dirac, veamos cémo pasar de una variable discreta a una continua
a través de un proceso de limite. Sea X € {x1,...,x,} talquex; =ayx, =1,
y los valores intermedios son equiespaciados. El conjunto de valores® puede

ser escrito como

i—1
Xi:=a+

T(b—a)=a+(i-1)A (3.71)

n
con b
—a
A= —, 3.72
y con estas condiciones podemos escribir la suma de Riemann para cualquier

funcién de los x;. Inicialmente, supongamos X = x;. Por (3.70) tenemos
n
Y QX =) f(x:) = f(xx), (3.73)
i=1

pero ahora queremos extender X para que se mueva continuamente en [a, b].

Luego reemplazaremos la proposiciéon «X es igual a x;» por

Tabla 3.4: Comparacién en-
tre propiedades de funcio-
nes indicador y la delta de
Dirac.

©) A este conjunto de valores se
le denomina una particién del in-
tervalo [a, b].
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f(x)

«x; es el elemento mds cercano a X».

Es decir, para una variable continua X € [4,b] podemos ahora escribir la

discretizacion de la funcién f(X) como

FalX) = 1 Q(IX = x| £ §) flx) = Fl) (3.74)

n
=1

donde x; serd el valor mas cercano a X en el conjunto {xi,...,x,}, esto es, el
de menor | X — x;|. Un ejemplo de esta discretizacion se muestra en la Figura
(3.2). Ahora nos interesa tomar el limite n — oo (que también implica el limite
A — 0). En este caso, como |X — x¢| < £y A — 0, se tiene que podemos
reemplazar x; por X, por tanto la discretizacién se vuelve exacta,

lim f,(X) = f(X). (3.75)

n— 00

Multiplicando y dividiendo por A, y tomando los limites anteriores, tenemos

que
n

£ = lim Y |tim 201X il < 4) | w070

n—o0 *
i=1

pero usando la definicién de la suma de Riemann se tiene

00 = [ im 2Q(1X 51 < 4)] s, 677)

es decir,

(3.78)

o1
5(X —x) = ilg})KQ(|X—x| < %),

en pleno acuerdo con la representacién (1.17) en términos de la funcién rec-
tangular. Vemos que la delta de Dirac no es una funcién indicador, sino el

limite de una.

Figura 3.2: Discretizacion
fu(x) segtn (3.74) de una
funcién continua f(x). La
discretizacion retorna el
mismo valor f(x;) marcado
con circulo para cualquier
punto x dentro de la k-ésima
barra.
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PROBLEMAS

Problema 3.1. Demuestre que si A = By B = C, entonces A = C.

Problema 3.2. Demuestre que (x =y) < (x > y) A (x < y).

Problema 3.3. Escriba la funcion indicador Q(C) para el punto x = (x,y, z) aso-

ciada a la proposicion

”

C = "El punto x estd dentro de una esfera de radio R y centro (0,0,0)

Su resultado sélo debe depender de las variables x,y, z, R.

Problema 3.4. Escriba la tabla de verdad de (F V G) A =(F A G), y represente la
funcién indicador de esta expresion en términos de Q(F) y Q(G).

Problema 3.5. Usando funciones indicador, traduzca la afirmacion l6gica “dos en-

e
1

teros a y b iguales a un tercero ¢ son iguales entre si” a una propiedad de la funcion

delta de Kronecker.

Problema 3.6. Verifique que el coeficiente binomial en (1.100) es solucién de la
ecuacion de recurrencia (3.46).

Problema 3.7. Demuestre que R se sigue de las premisas

-PVQ,
Q=[(=R) A (=P)],
PVR.

Problema 3.8. Demuestre que A = (B A —B) es equivalente a — A.
Problema 3.9. Formalice la frase

Carlos viene a la fiesta siempre y cuando Daniela no venga, pero si Da-
niela viene, entonces Beatriz no viene.

escribiéndola como una proposicion légica usando los simbolos —, Ay V.
Problema 3.10. Formalice la frase

Si juegas y estudias pasards los exdmenes, mientras que si juegas y no
estudias no los pasards. Por lo tanto si juegas, o estudias y pasas, o no
estudias y no pasas.

escribiéndola como un argumento con premisas y una conclusion y usando los sim-

bolos =, Ay V. ¢Es la deduccién correcta?

Problema 3.11. En una expedicion, Lara Croft encuentra tres cajas cerradas, cada
Una con una inscripcion como sigue.

Caja 1: «El oro no se encuentra aqui.»
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Caja 2: «El oro no se encuentra aqui.»
Caja 3: «El oro estd en la caja 2.»

Sélo una de estas inscripciones es cierta, las otras dos son falsas. ;Cudl caja tiene

el oro?

Problema 3.12. Demuestre usando induccion matemdtica que, para x > —1, se

cumple
(14+x)">1+4+nx (3.79)

para todos los enteros n > 1.
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CAPITULO 4

Estimacion

Before we start to investigate, let us try to realize what
we do know, so as to make the most of it, and to
separate the essential from the accidental.

Sherlock Holmes, The Adventure of the Priory School

Como describimos previamente en El proceso de razonamiento, es nece-
sario llegar a la idea de inferencia porque no se tiene acceso a los detalles que
permitirian el cdlculo o la medicién exacta de las cantidades, y es por esto
que se necesita una operacion distinta a la simple evaluacién de expresiones
matemadticas. De esta forma es que, en este capitulo, introduciremos la idea
de estimacién de una cantidad en un estado de conocimiento.

Pensaremos en la estimacién como la operacién intuitiva con la cual obte-
nemos una idea aproximada del valor de una cantidad dada cierta informacién.
Por ejemplo, podriamos pensar en estimar el niimero de granos de trigo en
un costal, la concentracién de una sustancia quimica en una muestra desco-
nocida, el niimero de pasajeros en un bus antes de tomarlo, la superficie en
metros cuadrados de un departamento, la masa de la Luna, etc. En fisica, po-
driamos pensar en la llamada estimacién de Fermi, pero en aquella se trata de
obtener una estimacién dentro del orden de magnitud, mientras que noso-
tros buscaremos la mejor estimacion con la informacién que poseemos. En
ese sentido, nuestra estimacién no es una mera adivinanza, sino que debe es-
tar restringida fuertemente por las leyes de la matematica y la 16gica, ademas
de por la informacién conocida acerca de la cantidad. Por esto mismo, la ope-
racion que buscamos deberd ser objetiva, en el sentido de que dos personas
en el mismo estado de conocimiento I deberadn asignar la misma estimacion
a una cantidad.

Lo que haremos a continuacion sera disefiar nuestra operacion estimacion
a la medida, de tal forma que cumpla cierto ndmero de requerimientos que
la harfan consistente con nuestras intuiciones. Lograremos esto gracias a la
potencia de la l6gica y las técnicas exploradas en Herramientas matematicas

y Légica proposicional.
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4.1 — LOS POSTULADOS DE LA ESTIMACION

Podemos comparar la idea de estimacion con la de evaluacion de una expre-
sién matemdtica sustituyendo los valores de sus incégnitas, por ejemplo, en la
expresion

(X2+3Y)X3Y2:32+3-2:15. (4.1)

Queremos generalizar esta idea al caso donde no tenemos todos los valo-
res necesarios para producir un ntimero como respuesta. Por ejemplo, ;qué
sucederia si s6lo conocemos X = 3y no el valor de Y? Tendriamos algo como

(X2 43Y) Ly oY, (4.2)

cuyo resultado al lado derecho no es un niimero bien definido sino que es la
funcién
y+—9+3y,

cuyo valor sigue siendo desconocido hasta que podamos evaluarla en un
punto y = yo particular. Necesariamente la estimacién de una cantidad X
dependera tinicamente de lo que sabemos respecto a X, y para dejar explicito
este hecho introduciremos la siguiente notacién que generaliza la evaluacién
de funciones. Si denotamos la evaluacion de una funcién f(u) de variables u

en un punto Uup cComo
flw)|,_= fluo),

entonces la estimacién de la funcién f(u) en el estado de conocimiento I serd

u—

escrita como
or

donde los brackets <> encierran la cantidad a estimar, y el subindice I indica
la informacién con la cual se realiza la estimacién. El estado de conocimiento

I serd siempre una conjuncién de proposiciones légicas, esto es,
I=A1NAYN... Ay (4.3)

donde los A; representan premisas. Por simplicidad de notacién, escribire-
mos también I = Ay, Ay, ..., A, donde la coma reemplaza al operador A.

Importante: La estimacién es una operacion que actiia siempre so-

bre funciones, asignando a cada par {funcién, estado de conocimiento}
un valor numérico. Lo que llamamos cantidades desconocidas o
aleatorias son en realidad funciones complicadas cuya evaluaciéon
requeriria muchos detalles inaccesibles en la préactica.

Ahora postularemos ciertos requerimientos que la operacién estimacion
debe cumplir, tales que todos constituyen propiedades de la evaluacién con-

vencional de expresiones. De esta forma, nos aseguramos que la evaluacién
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convencional sea un caso particular de la estimacién. En primer lugar, dado

que

, (4.4)

u=ugn

+ g(u)

Uu=ug

(f@) +sw)| _, =F@w)

requeriremos que la estimaciéon de una suma sea la suma de las estimaciones.

Postulado 4.1 — Aditividad de la estimacion

(X+Y), = (X),+(Y), paratodo I. (4.5)

Es decir, si separamos una cantidad Z en dos contribuciones, Z = X + Y,
entonces el que Z sea estimada como un todo, o que sean estimados X e Y por
separado y luego sumados al final no debe hacer diferencia en el resultado,
siempre que la misma informacién I sea usada en todos los casos.

A continuacién, notando que si a y b son constantes, la evaluacién cumple

(af(u)—i—b) =a(f(u))

u=ugn
requeriremos que la estimacién cumpla el analogo a esta propiedad ante

+b=uaf(uy)+b, 4.6)

Uu=ug

transformaciones lineales constantes.

Postulado 4.2 — Transformacion lineal constante

Si a,b son constantes bajo I, entonces (aX + b>1 = a<X>I +b. (47)

Notemos que este postulado de inmediato nos dice dos cosas. Primero, si
a = 0 entonces
(b) 1 =0b
es decir, la estimacion de una funcién constante es la propia constante. Por

otro lado, si b = 0, entonces se tiene que

<”X>1 = ”<X>1'

es decir, una constante puede ser «extraida» fuera de una estimacion.

Una notacién mads explicita, pero por lo mismo maés dificil de leer a prime-
ra vista, permite indicar en el estado de conocimiento que las cantidades A y
B son conocidas y tienen valores a y b respectivamente. Con ella el postulado

de Transformacion lineal constante queda como
<AX + B>A:a,B:b,I = a<X>A:a,B:b,I + b’ (48)

y como caso particular muy ttil podemos escribir

(AX) = a(X) .,y 4.9)

Nuestro siguiente postulado asegura que si dos cantidades pueden ser
claramente ordenadas de mayor a menor, aunque no se conozcan sus valores,
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11

101

A U O N

entonces la estimacién de dichas cantidades también puede ser ordenada, y
debe respetar el orden original.

Postulado 4.3 — Conservacion del orden

Si X > Y bajo I, entonces (X), > (Y),. (4.10)

Esto claramente lo cumple la evaluacién convencional de expresiones, ya
que si f(u) > g(u) para todo u, podemos decir que f(u) —g(u) >0y
(F—gm)| = Fluo) —g(wo) >0 (A1)

u=ugy

y por lo tanto f(ug) > g(uo).

Una descripcion grafica del requerimiento en el Postulado de Conserva-
cién del orden puede verse en la Figura (4.1). Finalmente, nuestro tiltimo pos-
tulado tiene relacién con la evaluacién parcial de funciones, como se mostré
en (4.2). Consideremos una funcién de dos variables, f(x,y), la cual evalua-

remos convencionalmente en el punto (xo, yo),

(f(x,y)) = f(x0, yo)- (4.12)

X=X0,Y=Yo

Alternativamente, podemos decidir evaluar parcialmente s6lo en x = xo,

(fex)

con lo que, como vimos anteriormente, el resultado es la funcion y — f(xo,y)

= fGay) (@.13)

x=

y no un valor. Si evaluamos esta funcién en y = yy,

(f (xO,y))\ = f(xo0,v0) (4.14)

claramente obtenemos el valor de la funcién f evaluada completamente en
(x0,40), lo cual podemos escribir de forma mas explicita como la evaluacién

Figura 4.1: Dos cantidades
variables tal que una (en na-
ranjo) siempre es mayor que
la otra (en azul). El postula-
do de conservacién del or-
den asegura que la estima-
cién de la primera siempre
serd mayor que la estima-
cién de la segunda.
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Estimacién de variables discretas y continuas

de una evaluacioén,

([f(x,y)} = f(x0,y0)- (4.15)

x:xo) ‘y:yo
Combinando con (4.12) vemos que la evaluacién en x = xo primero, seguida
de la evaluacién en y = vy, es igual a la evaluacion simultdnea en x = xp,y =

Yo,

([fex)] = (f(xy)) (4.16)

Entonces, como una extension de la propiedad (4.16) de la evaluacién con-

X:xo) ‘y—yo X:xoly:yo'

vencional, introducimos el dltimo postulado que define la estimacion.

Postulado 4.4 — Doble estimacion

<<Y>X:.,I>I = (Y), para todo I. (4.17)

Usando una notacién mas explicita, este postulado significa lo siguiente.
Si realizamos una estimacion parcial de Y manteniendo fijo el valor de X,

llamémoslo x, obtendremos la funcion

Yp(x) = (Y)y_,, (4.18)

que nos lleva de x a la estimacién de Y sabiendo que X = x y el conocimiento
I. Como Y} es una funcién, podemos estimarla usando el conocimiento I, y
debemos obtener

(Yp), =(Y),- (4.19)

Estos cuatro postulados, 4.1 a 4.4, son suficientes para determinar la forma

1)

que tiene la operacién estimacién™ , como veremos en las siguientes seccio-

nes.

4.2 — ESTIMACION DE VARIABLES DISCRETAS Y
CONTINUAS

Ahora haremos uso de los tres primeros postulados, Aditividad de la es-
timacién, Transformacion lineal constante y Conservacion del orden, para
determinar la forma que toma la estimacién de una cantidad discreta. Su-
pongamos para esto una variable X tal que toma uno de n valores, X €
{x1,x2,...,x,}. Considerando que el estado de conocimiento I contiene los

valores conocidos de x1, ..., x, y usando la propiedad (3.69), podemos escri-

™y por tanto constituyen lo
que se podria denominar una
axiomatizaciéon del concepto de
estimacion.
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bir

(4.20)

Il
1=
—~
Q
~

e

I
ke
SN—
R

n
= Z piXi,
donde hemos definido 7 coeficientes py, p2, ..., p, de acuerdo a
pi = (Q(X =xy));. (4.21)

Dado que 0 < Q(X = x;) < 1, usamos el postulado de Conservacién del

orden para los limites inferior y superior de p;,

(Q(X=x:)), >0, (4.22a)
QX =x)),<1, (4.22b)

por lo tanto
0<pi<1l, i=12...,n (4.23)

Ademas, usando (3.66), vemos que los coeficientes p; suman 1, ya que

_ iQ(X _ xi)> (4.24)
' 1

y vemos que, por medio de (3.70), la estimacién de una funcién arbitraria
f(X) de la variable X es

Y QX = x)), f(x) @.25)

= Y pif(x0),

por lo que teniendo el conjunto py, py, ..., p, podemos calcular (f) | para
cualquier f(X). Podemos resumir estos resultados en

pii=(Q(X = xi)>1' i=12,...,n, (4.26a)
0<p; <1, i=12,...,n, (4.26b)
Zn: pi=1, (4.26¢)
i=1
(f)r =2 pif(x), (4.26d)
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con lo que los coeficientes p; tienen la apariencia de ser probabilidades de va-
riables discretas, como se usan en la teoria de la probabilidad y estadistica
tradicional. Sin embargo, aunque sigan la misma matematica, para nosotros
tendrdn una semadntica algo distinta, dado que son estimaciones de los va-
lores de verdad de las proposiciones X = x; dado un cierto conocimiento I.
Veremos las implicaciones de esta nueva semantica en toda su generalidad en

Probabilidad bayesiana, pero por ahora nos bastara introducir la notacion
P(X = xi|I)

para referirnos al coeficiente p;, notacién que leeremos como la probabilidad
de que X sea igual a x; en el estado de conocimiento I. Con esta nueva
notacion podemos escribir la estimacion de una funcién f(X) de una variable

discreta X € {x1,x,...,x,} como

n

(fhr = ;P<X = x| f(x), (4.27)
o incluso como )
(f) = ; P(xi| 1) f(x;), (4.28)

donde seguiremos la convencion de reemplazar la proposiciéon X = x; por el
valor x; cuando la variable X se entienda en el contexto. De manera andloga

a (4.20), usaremos para una variable continua X € [a,b] la identidad
b
X = / dx'6(X — x")x/,
a

para poder desarrollar la estimacién de X como

(X), = < abdx/(S(X— x’)x’>1

= [ dx'(6(X —u")), ¥ (4.29)

donde ahora hemos definido la funcién continua p(x) segun

p(x) = (6(X —x)),. (4.30)

La funcién p(x) cumple el mismo rol de la probabilidad p; para varia-
bles discretas, aunque en si misma no es una probabilidad, ya que puede ser
mayor que 1. De hecho, como

(X —x)>0,
se sigue del postulado de Conservacion del orden que

p(x) >0, x € [a,b] (4.31)
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sin embargo p(x) no tiene un limite superior, debido a que §(0) — +oo. A

pesar de esto, se cumple el andlogo continuo de (4.24),
b b
/ dx'p(x") = / dx'(6(X —x')),

—( [ avsx-x) ) 4.32)
(1), =1

Notemos que segtn (3.58), si integramos la delta de Dirac en un intervalo

[r,s] el resultado es la funcién indicador de pertenencia al intervalo,
S 00
/ dx'5(X — x') = / dx'8(X — ¥)Q(x' € [rs]) = Q(X € [r,5]), (4.33)
r —00

por lo que tenemos
/ dx'p(x") = / dx'(8(X — ")),

_ < / T axs(X — x/)>l (4.34)

= (Q(X € [r,s]));

= P(X € [r,s]|I).
En otras palabras, aunque p(x) no es una probabilidad, la integral de p(x)
en un intervalo si lo es, y corresponde precisamente a la probabilidad de que
el valor de la variable X se encuentre en ese intervalo. De esta forma, llama-

remos a p(x) la densidad de probabilidad de X. En concordancia con el caso
discreto, cambiaremos la notacién p(x) por

P(X = x|I)

o incluso P(x|I) cuando la variable X se entienda del contexto. Usando la
representacién (3.78) de la delta de Dirac, podemos escribir la densidad de
probabilidad como

PX = #|1) = (8(X =), = (im Q(X ~x/ < §))

— 1im = (Q(IX — x| <)) (4.35)

AS0 A I
1
= lim —P(|X — x| < 21I).
lim ~P(1X — x| < 3[I)

En un espacio de méas dimensiones, llamando X = (Xj,...,X,) y usando

(1.25) tenemos que la generalizacién de (4.34) es
d / N — / d / 5 X — /
[, dp() = [ ax(o(x —x)),

= </de’5(X—x’)>I (4.36)

= (Q(X eV)),
=P(X eV|I),
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esto es, la integral de la densidad de probabilidad sobre una regién es la pro-
babilidad de estar en dicha regién. Suponiendo ahora que la regién V es una

vecindad V(x) de volumen pequefio en torno a un punto x, podemos decir

P(X € V(x)|I) = /v o &P = poV (4.37)
donde
._ l / /
o=y /V(x) dx'p(x"), (4.38a)
V= / dx’ (4.38Db)
V(x)

con V el volumen de la vecindad V. En el limite V' — 0 se tiene pg — p(x) y

entonces 1
p(x) = lim ZP(X € V(x)[I), (4.39)

que es precisamente la estimacion de (3.59).
Con todos estos elementos podemos definir més formalmente la densidad

de probabilidad para una variable o mdltiples variables.

Definicién 4.1 — Densidad de probabilidad
La densidad de probabilidad para la variable continua X en el punto x

en el estado de conocimiento I es
o1
P(X =x|I) := ggﬁp(m—ﬂ < 3. (4.40)

Para un conjunto de variables X definiremos la densidad de probabili-

dad en el punto x en el estado de conocimiento I como
1
P(X = x|I) := lim —P(X € V(x)|I), (4.41)
v—oV

donde V(x) es una vecindad en torno a x y V es el volumen de dicha

vecindad.

4.3 — PROPIEDADES ADICIONALES DE LA
ESTIMACION

Usando el concepto de probabilidad podemos escribir la estimacién de

una variable discreta X como
n
(f); =L PX=xD)f(x), (4.42)
i=1

mientras que la estimacién de una o mas variables continuas X en términos
de la densidad de probabilidad quedara como

(f), = / dxX'P(X = ¥ | f(¥). (4.43)
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Ahora veamos algunas consecuencias de estas definiciones. Primero, no-
temos que el caso de una variable continua es mds general que una variable
discreta, ya que incluye a ésta como caso particularm. Para mostrar por qué

esto es asi, se tiene la siguiente propiedad.

Lema4.1. Si X € {x1,...,x,} es una variable discreta con probabilidades
pi = P(X = x;|I),

entonces la variable continua X con densidad de probabilidad
P(X =x|I)=)_é(x—x;) pi (4.44)
i=1

es completamente equivalente a X, en el sentido de que para toda funcién
w(X),
(w(X)); = (w(X)),- (4.45)

Demostracion. Imponemos
(w(X)); = (w(X)), paratodo w (4.46)

luego usando w(X) = (X — x), tenemos

(4.47)

4.3.1 Desigualdad de Jensen

El postulado de Aditividad de la estimacién nos dice que si f(X) = aX +

b con a, b constantes, entonces se cumple

{(f(X)); = (aX+b); = a(X), +b = f((X)))-

Sin embargo, esto no se cumple en general para la estimacién de una funciéon @) ggta es una de las ensefian-

f(X) arbitraria, ésta no seré igual a la funcién aplicada a la estimaciéon de X, 2as que nos deja la teoria de
la medida: las sumas discretas

pueden considerarse como inte-

f(<X>[) # <f>1 (4.48) grales bajo una medida.

Para ver esto, escribamos la diferencia

S:= ()~ (X)) (4.49)
usando el postulado 4.1, de la forma
5= (f(X)~f(B)), (450
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donde hemos definido
E = <X>1 (4.51)

Si suponemos que f es una funcién diferenciable, podemos escribir

s=(r0 ), = ([ a1 ) | 45

I

y si ahora suponemos ademds que es una funcién convexa, con lo que f'(t)

es mondtonamente creciente con ¢, tendremos para el caso X > E que
f'(t)> f'(E) parat>E (4.53)
y por lo tanto integrando desde E hasta X se cumplird

[ra(po-rwe) =0

>0
< /Exdtf’(t)Z/Ethf’(E) (4.54)
[0 = fENX - B),

es decir, hemos probado que

[ a0 = fe)x k) (4.55)

donde la igualdad ocurre para X = E. Por otro lado, para el caso X < E se
tiene
f'(t) < f/(E) parat<E, (4.56)

luego integrando desde X hasta E obtenemos

foa( s @) ) <o

. /XEdtf,<t>§/XEdtf,(E) (4.57)
< /XEdtf/(t) < FI(E)(E - X).

Invirtiendo esta tltima desigualdad recuperamos también la desigualdad en

(4.55), y por lo tanto, independiente del orden entre X y E, podemos reem-
plazar (4.55) en (4.52) y obtener
X
S = </ dtf’(t)>
E I

usando (4.10) y (4.55) > < FIE)(X — E)>
)

usando (4.7) = f'(E <%—E

=0.

I (4.58)
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Es decir, hemos demostrado que S > 0, o de otra forma, que

(f(X)); = F((X))),

que es conocida como la desiqualdad de Jensen.

Teorema 4.1 — Desigualdad de Jensen

Si f(X) es una funcién convexa de X entonces se cumple

(f(X)); = fF(X);)

para cualquier estado de conocimiento I.

(4.59)

Notemos que hemos deducido esta desigualdad tinicamente usando el
contenido de los postulados 4.1, 4.2 y 4.3, ya que se trata siempre de esti-
maciones bajo el mismo estado de conocimiento I, y no hemos usado direc-
tamente el hecho que la estimaciéon es una suma de valores ponderada por
coeficientes no negativos. Adicionalmente, notemos que la demostracién su-
pone que f(X) es diferenciable, aunque la desigualdad es vélida para funcio-

nes convexas en general.

» Para més detalles, ver el libro de Cover y Thomas (2006) y el de
MacKay (2003).

4.3.2 Invarianza de la estimacion

La estimacién de una funcién f(u) no depende de la parametrizacion uti-
lizada para representar dicha funcién®®. Por ejemplo, una funcién en tres di-
mensiones en coordenadas cartesianas f (x, y,z) tiene la misma estimacion
en un estado I que la funcién transformada a coordenadas polares esféricas,

f(r,0,¢). Para ver como esto ocurre, llamemos por simplicidad

pu(u) == P(U = u|l),
po(v) := P(V =v|I),

(4.60a)
(4.60b)

a las densidades de probabilidad asociadas a los puntos en las coordenadas

u'y v, respectivamente, con lo que se cumple que

po(v) =

Fud
= (7.)

= pu(v)

(4.61)

u=U(v)
u
0v

7

donde p,(v) = pu(U(v)) es la funcién p, pero ahora escrita en términos de

las variables v.

®) Esto asegura algo que damos
por sentado en fisica, y es que la
elecciéon del sistema de coorde-
nadas es completamente arbitra-
ria y por tanto no puede afectar
nuestros resultados.
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De aqui se sigue el siguiente teorema.

Teorema 4.2 — Invarianza de la estimacion

Sea una funcién arbitraria f(u) y un cambio de coordenadas
v U(v),

de forma que podemos definir una funcién alternativa f(v) de las nue-

vas variables segtin

Entonces, se cumple que
<f>1 = <f>1 (4.62)

para todo estado de conocimiento I.

Demostracién. Desarrollamos (f), en términos de las integrales aso-

ciadas a las estimaciones,

() = [ dvopo(@)f(2)
2 u(@)f (o)

usando (1.62) = /du%%pu(u)f(u)

— /dupu(u)f(u) =M O

usando (4.61) = /dv

(4.63)

4.3.3 Derivada de una estimacion

Trataremos el caso de variables continuas sin pérdida de generalidad. Al
derivar la estimacion de una cantidad w(u, A) respecto a A se cumple lo si-

guiente,

d Jdw
—w), = <3/\>1' (4.64)

si el estado de conocimiento I no depende de A. Simplemente intercambiando

la derivada con la integral, tenemos

£L<w>l = aa)\/ﬂduP(uH)w(u,)\)

dw(u, A
:/QduP(uU)(E(M))

(),

(4.65)
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4.4 — EL CALCULO DE PROBABILIDADES

Los resultados de la seccién anterior nos permitieron definir la probabi-
lidad de que una variable discreta tome un valor, o de que el valor de una
variable continua esté en un intervalo o regién. En todos estos casos, con-
sideramos la probabilidad como la estimacién de una funcién indicador, lo
cual nos lleva a preguntarnos por la definicién general de probabilidad para
una proposicién logica A. La eleccion obvia en este punto es definir

P(A|L) = (Q(A)),, (4.66)

sin embargo, para que esto sea cierto nos queda por demostrar que (Q(A)),
cumple con las propiedades usuales de una probabilidad. En particular, nece-
sitamos establecer cémo reducir las operaciones légicas en expresiones como
P(=A|I), P(AV B|I) y P(A A B|I).

Veamos como eliminar la negacién en P(—A|I). Simplemente tomamos la

identidad (3.34) para la funcién indicador de la negacién,
Q(—A) =1-Q(4),

y aplicamos estimacioén a ambos lados en el estado de conocimiento I, obte-

niendo
(Q(=A)), = (1-Q(A)), =1—-(Q(A)),, (4.67)

es decir,

P(-A|l) = 1— P(A]), (4.68)

conocida como la regla de la suma. Esto es, mientras més probable es A, me-
nos probable es su negacién —A, y viceversa.

Para ver como eliminar la disyuncién en P(A V B|I), también podemos
hacer uso directamente de la propiedades de la funcién indicador, en este
caso, de la identidad (3.37),

Q(AVB)=Q(A)+Q(B) —Q(AAB).
Aplicando estimacién a ambos lados en el estado I, tenemos

(QUAVB)), = (QUA)), +(QB)), — (QUAAB)  (469)

esto es,

P(AV B|I) = P(A|I) + P(B|I) — P(A A B|I). (4.70)

conocida como la regla extendida de la suma.

El determinar c6mo eliminar la conjuncién en P(A A B|I) es més compli-
cado, y requiere de hecho cambiar de estado de conocimiento, cosa que sélo
es posible a través del postulado de Doble estimacion.
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Primero, definamos por simplicidad de notacién a := Q(A), b := Q(B) y
usemos el postulado de Doble estimaciéon con X =a, Y = ab,

(ab), = ((ab),_, ;) - (4.71)

Ahora concentrémonos en la cantidad <ab>u:. | dentro de la estimacién

del lado derecho, que de hecho es la funcién
a (aby _ . con a € {0,1}.
Podemos sacar la constante a con el valor a y sustituir la funcién por

a — alb)

a=ua,l’

pero por (3.53) sabemos que ésta es equivalente a

o “<b>a=1,1'

Por lo tanto, definiendo B := <b>a:1, ; tenemos que (4.71) se reduce a
(ab); = (aB); = (a), B = (a),(b),_y | 4.72)
Esto en la notacién original nos dice que
(Q(A)Q(B)), = (Q(A)) (Q(B)) , v (4.73)

donde hemos cambiado el estado de conocimiento (a = 1,1) por el equiva-
lente (A, I). Finalmente, usando (3.35) tenemos

(Q(ANB)); =(Q(A)Q(B)), = (Q(A)) (Q(B)) 4 ;s (4.74)

y por tanto hemos demostrado la regla del producto,

P(AAB|I) = P(A|I)P(B|AAI). (4.75)

Las propiedades (4.68) y (4.75) son de hecho las que definen la proba-
bilidad en términos bayesianos, y de las cuales es posible deducir toda la
estructura de la probabilidad, con lo que hemos validado entonces nuestra
definicion en (4.66). Mds atin, ahora que podemos afirmar que los coeficien-
tes

pi = P(X = xi[I)

son legitimamente las probabilidades (bayesianas) asociadas a una variable
discreta, y que
p(x) = P(X = x|I)

es la densidad de probabilidad (bayesiana) de una variable continua, también
podemos reconocer nuestra operacién estimacién como la expectacién o va-
lor esperado de la teoria de probabilidad pero en el sentido bayesiano. Por lo
tanto, nos referiremos de ahora en adelante a la estimacién como expectacion,

y leeremos (X)), como la expectacién de X en el estado de conocimiento I.
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Para cerrar este capitulo, compararemos nuestra formulacién con otros en-

foques alternativos para la idea de probabilidad.

4.4.1 La probabilidad segun Kolmogorov

La formulacién de la probabilidad de Kolmogorov (1933) es de caracter
abstracto, ya que en ella s6lo se especifica que una probabilidad p(E) se asig-
na a todo conjunto E C (), donde () es denominado el espacio muestral. Los
siguientes axiomas definen a p(s) como una probabilidad.

Recuadro 4.1 — Los axiomas de Kolmogorov

La probabilidad p(E) es un namero real no negativo, (K1)
La probabilidad del espacio muestral Q es p(Q)) =1,  (K2)
Si E; y E; son disjuntos, p(E; U Ep) = p(E1) + p(E2),  (K3)

Para nosotros (K3) es analogo al caso particular de la regla extendida de
la suma (4.70) cuando A A B = FF. Ademas de estos axiomas, se define la
probabilidad condicional

._ p(ANB)
PA(B) = p(A) ’

y esta relacién constituye el andlogo a nuestra regla del producto (4.75). Es

(K4)

importante notar aqui que no se especifica el significado de p ni qué repre-
sentan los conjuntos E y (), y esto hace que el formalismo sea sumamente
general. Sin embargo, la probabilidad definida asi es siempre absoluta, en el
sentido de que p(E) depende tinicamente de E, e incluso las probabilidades
condicionales definidas en (K4) no se interpretan en términos de informacién
conocida.

Importante: No debemos confundir las operaciones unién U e
interseccién N entre conjuntos con las operaciones l6gicas disyun-
cién V y conjuncién A. Aunque existe un paralelo claro, concep-
tualmente no representan lo mismo.

4.4.2 Probabilidad desde la expectacion de Whittle

El tratamiento de la probabilidad que hemos desarrollado aqui, en cuanto
al formalismo matematico, es muy cercano al expuesto en el libro de Whittle
(2000), en el que la expectacién es el elemento fundamental del cual la pro-
babilidad se deduce usando funciones indicador, y de hecho algunos de sus
postulados son equivalentes a los nuestros, como Aditividad de la estima-
cién y Conservacién del orden. Sin embargo, Whittle llega a una definicién

frecuentista de probabilidad inspirada en la operacién promedio, donde el
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estado de conocimiento no juega papel, y por esto al igual que Kolmogorov
al conjunto de sus cinco postulados debe afiadir como una definicién adi-
cional la expectacién condicional, que para nosotros (como para cualquier

«bayesianista») es un elemento ineludible.

4.4.3 Probabilidad bayesiana segun Cox

En el trabajo fundacional de Richard T. Cox (1946), se proponen los si-
guientes axiomas que definen la probabilidad, entendida P(A|I) del mismo
modo que nosotros, como un grado de creencia plausible en la proposicién A
bajo la hipétesis 1.

Recuadro 4.2 — Los axiomas de Cox

La probabilidad P(A A B|I) es funcién de P(A|I) y P(B|AAT), (C1)
La probabilidad P(—A|I) es funcién de P(A|I). (C2)

El axioma (C1) se traduce en la biisqueda de una funcién F tal que
P(AANB|I) =F(P(BJ[AAI),P(A|l)), (4.76)
mientras que (C2) implica la existencia de la funcién S tal que
P(—A|I) = S(P(A|I)). 4.77)

Cox demuestra que el exigir compatibilidad con las reglas de la l6gica, es
decir, exigir que si A = B entonces P(A|I) = P(B|I) para todo I, lleva a que
sin pérdida de generalidad las funciones F y S pueden ser tomadas como

F(x,y) = xy, (4.78a)
S(x) =1—x, (4.78Db)
vale decir, cualquier otra eleccién de F y S compatible con los axiomas puede

ser reducida a (4.78), que por supuesto son las reglas del producto y de la
suma, respectivamente.

» DPara mas detalles sobre los origenes de la teoria bayesiana de la
probabilidad, se recomienda el libro (péstumo) de Jaynes (2003) y el
libro de Sivia y Skilling (2006).
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PROBLEMAS

Problema 4.1. Defina las proposiciones 16gicas «E pertenece a la unién de A y B»
y «E pertenece a la interseccion entre A y B» en términos de las proposiciones que
indican pertenencia a A y pertenencia a B. Segiin su resultado, ;cudl es la conexion
deNyUconVyA?

Problema 4.2. Demuestre usando sélo el postulado de Aditividad de la estima-

cion que
(a) (0), = 0 paratodo I,
(b) (nX), = n(X), para n enteroy todo I.

Problema 4.3. ;Cudl es mayor, la estimacion Vi del volumen de una esfera, o el

volumen de una esfera que tiene el radio estimado R;? Considere

4
wmzé%?

Problema 4.4. Si definimos el promedio aritmético de una funcion f(X) sobre un

conjunto de n valores {x1, ..., x,} como

f:iiﬂm, (4.79)

i=1

encuentre el estado de conocimiento D, es decir, encuentre P(X = x|D), tal que
<w> p=w (4.80)

para toda funcién continua w(X). ;Cémo interpretaria dicho estado de conocimien-
to?

81



CAPITULO 5

Probabilidad bayesiana

Each fact is suggestive in itself. Together they have a
cumulative force.

Sherlock Holmes, The Bruce-Partington Plans

En Estimacién hemos descubierto la operacion expectacion como la tinica
manera de estimar cantidades bajo informacién incompleta siendo consisten-
te con nuestros postulados. Adicionalmente, hemos descubierto que la expec-
tacion de una funcién indicador tiene un significado en si mismo, y la hemos
denominado la probabilidad. Recordemos su definicién.

Definicion 5.1 — Probabilidad

Para una proposicioén légica A y un estado de conocimiento I se define
P(AID) = (Q(A)), 61

como la probabilidad de A dado I.

La probabilidad P(A|I), un namero real en [0, 1], es la estimacién del valor
de verdad de A bajo la informacién I, la cual nos indica cudn plausible debe

considerarse la proposiciéon A a la luz de lo conocido en I. En particular, si
I= (—A)
se tiene que P(A|I) = 0, mientras que si
I= A

se cumple que P(A|I) = 1. Esta es exactamente la descripcién bayesiana de la
probabilidad, donde las probabilidades son grados de plausibilidad (o gra-
dos de creencia plausible) que nosotros asignamos a las distintas afirmacio-
nes sobre la realidad, en base a nuestro conocimiento.
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Por otro lado, la probabilidad frecuentista, sélo trata con fendmenos aleato-
rios, y define la probabilidad de eventos repetibles como una razén o frecuen-

cia,
numero de casos donde A ocurre

p(A) = . (5.2)

numero de casos totales

Toda la probabilidad frecuentista estd contenida en la probabilidad baye-
siana como casos particulares, como fue mostrado extensivamente por Jef-
freys (1998) y Jaynes (2003). No s6lo eso, sino que hay muchos problemas
intratables —o incluso imposibles de formular— desde el punto de vista fre-
cuentista que pueden ser tratados de forma bayesiana.

Por ejemplo, ;cudl es la probabilidad de que en este momento exista vida
en Marte? ;Cudl es la probabilidad de que el digito niimero 1048576 de 7 sea
3? En ambos casos no podemos contar un ntiimero de casos donde la pregunta
sea cierta ya que, ;qué serian estos casos? ;distintas historias alternativas del

universo?

Las reglas que sigue la probabilidad de proposiciones compuestas, especi-
ficamente la regla de la suma, la regla del producto y la regla extendida de
la suma, fueron deducidas en Estimacién. Un resumen de dichas reglas se
muestra en el recuadro siguiente.

Recuadro 5.1 — Algebra de probabilidades
La regla de la suma,

P(A|I)+ P(—A|I) =1, (5.3)
y la regla del producto,
P(ANB|I) =P(A|I)P(B|ANI), 5.4)

definen el dlgebra de probabilidades. De ellas es posible derivar la regla
extendida de la suma,

P(AV B|I) = P(A|I) 4 P(B|I) — P(A A B|I). (5.5)

En las siguientes secciones revisaremos las consecuencias de estas reglas,
en particular la regla de marginalizacién y el teorema de Bayes, y como éstas
describen un proceso de razonamiento y aprendizaje que nos permitira crear
modelos y actualizarlos al recibir nueva informacién, como lo esbozamos en
El proceso de razonamiento. Pero primero veamos como asignar niimeros

concretos a las probabilidades en un caso de nula informacién.
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El principio de indiferencia

5.1 — EL PRINCIPIO DE INDIFERENCIA

Supongamos 1 proposiciones mutuamente excluyentes y exhaustivas Ay, . .

En este caso sabemos que
n
Y Q(A) =1 (5.6)
i=1

y por tanto, para cualquier estado de conocimiento I, se tendra

n
Y P(A]I) = (5.7)
i=1

Si nos encontramos en un estado de conocimiento Iy tal que el hecho que

existen estas n alternativas es nuestra tinica informacién, ;qué probabilidades
pi := P(Aillo)

deberiamos asignar?

Claramente, si s6lo conocemos el nimero de alternativas, no tenemos pre-
ferencia por ninguna de ellas sobre las otras, y por tanto, no se justifica que
entre dos probabilidades p; y p; con i # j una de ellas sea mayor que la otra.
Dicho de otra manera, si por ejemplo hemos asignado p, > p3, ;qué nos hizo
preferir A, por sobre Aj si todas las proposiciones A; son equivalentes en Iy?
En términos de la idea de simetria, las etiquetas 2 y 3 fueron asignadas de
forma arbitraria, por lo que podriamos haber llamado A3 a la proposicién A;
y viceversa, y obtendriamos ahora p3 > p».

Por supuesto, la tnica alternativa que refleja nuestro honesto desconoci-
miento de las proposiciones més alld de su niimero es que todas las probabi-

lidades p; sean iguales, es decir, debemos asignar

P(Aill) = —

para que ademads se cumpla la condicién de normalizacion (5.7). A esta regla se

le denomina el principio de indiferencia.

Recuadro 5.2 — El principio de indiferencia

Para un conjunto de n proposiciones mutuamente excluyentes y
exhaustivas Aq,..., A, en un estado de conocimiento Iy donde tnica-
mente conocemos el nimero total de proposiciones y no somos capaces
de distinguir entre una y otra, las tinicas probabilidades consistentes
con Iy son

P(Aill) = % (5.8)

de forma que

.,An.
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La regla de marginalizacion

5.2 — LA REGLA DE MARGINALIZACION

En primer lugar, veremos la regla de marginalizacién, que nos permite
eliminar proposiciones o variables irrelevantes en un problema, o agregar
nuevas proposiciones o variables relevantes. Consideremos una proposicion
A y un estado de conocimiento I. Escribiendo la probabilidad P(A|I) como
una expectaciéon, podemos agregar una nueva proposicion B de la siguiente

manera,

P(A|T) = (Q(A)), = (Q(A) [Q(B) +Q(ﬁB)] )1

=1

= (Q(A)Q(B)); +(Q(A)Q(-B)),
= P(AAB|I) + P(AA[-B]|I), (5.9)

es decir, tenemos

P(A|I) = P(A AB|I)+P(AA—BJI), (5.10)

que es la regla de marginalizacién para proposiciones.

Otra manera de entender esta regla es que podemos eliminar una propo-
sicion (B en este caso) que se encuentre a laizquierda de la barra condicional
sumando sobre todos sus valores, B y =B. Si ademds usamos la regla del pro-

ducto, podemos escribir
P(A|I) = P(A|B A I)P(B|I) + P(A|-B A I)P(—BJ|I), (5.11)

lo cual nos indica que para eliminar una proposiciéon a la derecha de la barra
condicional hay que sumar sobre todos sus valores multiplicando por las
probabilidades respectivas.
Una demostracion alternativa de (5.10) pasa por usar la regla de la suma
en la forma
P(BJANI)+P(—-B|ANI) =1 (5.12)

y multiplicar por P(A|I) a ambos lados, obteniendo

P(A|I)P(B|AAT)+P(A|I)P(~B|AAT) = P(A]I), (5.13)
—=P(AAB|I) —P(AA-B|I)

Es posible llevar a cabo el mismo procedimiento con variables discre-
tas. Supongamos una variable discreta X € {x1,...,x,} con probabilidades

P(X = x;|I), y agreguemos una nueva variable Y € {y1,...,ym}.
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Podemos escribir

PED) = (QUX = x)), = (QX =x) Y. QY =) )

P(xi, 1), (5.14)

es decir, tenemos en la notacién completa,

P(X = x|I) = ZP = x,Y = yj|I). (5.15)

Nuevamente usando la regla del producto podemos separar el sumando y
obtener

P(X =x|I) = ZP = x|Y =y, DP(Y = y;I). (5.16)

En el caso de variables continuas el procedimiento es el mismo, primero

obteniendo

P(x|1) = (6(X —x)), = (5(X —x) [dy (Y —y) ),

= [ay(s(x —x)5(y —y),
_ /dyp(x,yu), (5.17)

que es el equivalente continuo de (5.15),

P(X = x|I) = /dyP(X —xY =y|]), (5.18)

y luego usando la regla del producto,

P(X =«x|I) = /dyP(X = x|Y =y, I)P(Y = y|I). (5.19)

5.3 — EL TEOREMA DE BAYES

A continuacién veremos el que serd el teorema mas importante dentro de
la inferencia, el teorema de Bayes. Aunque su derivacién es inmediata, sus
consecuencias son claves para cémo entenderemos el proceso de aprendizaje
racional. La formulaciéon que nos interesa del teorema de Bayes dice relacion
con el proceso de actualizaciéon de modelos descrito en la Figura (2.2) en El

proceso de razonamiento, e involucra una hipétesis o teoria T que se pone
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a prueba, una evidencia E que necesitamos considerar, y el estado de conoci-
miento base I sin incluir la evidencia.

Comenzamos recordando el hecho que la conjuncién A A B es una ope-
racion conmutativa, es decir, A A B = B A A. Esto significa que podemos
escribir P(A A B|I) = P(B A A|l), y por tanto, usando la regla del producto a

ambos lados, tenemos
P(A|I)P(B|ANAI)=P(B|I)P(A|BAI). (5.20)

Si ahora despejamos P(B|A A I) en funcion de los otros 3 factores, obtenemos

P(BII)P(A|BAT)
PA]I) '

P(BIANI) = (5.21)
que de hecho ya es el teorema de Bayes. Aunque en este punto es nada mas
que una simple identidad que cumplen las probabilidades condicionales, una
vez que incorporemos un significado a las proposiciones A, B, I veremos su
verdadera utilidad e importancia. Por ahora notemos dos cosas. Primero, to-
das nuestras probabilidades son por construccion condicionales, luego (5.21)
es una identidad completamente general. En segundo lugar, (5.21) nos per-
mite pasar A de ser una proposicién conocida en el lado izquierdo, a ser una
proposicién desconocida al lado derecho.

Haciendo uso de esto dltimo, consideremos A como una evidencia E, B
como una teoria o hipétesis T, e I como el estado de conocimiento Iy en (5.21),
con lo que llegamos a la formulacién del teorema de Bayes para uso en infe-

rencia.

Teorema 5.1 — Teorema de Bayes

Consideremos las siguientes definiciones.

T : Hipétesis o teoria que se estd poniendo a prueba.
E : Nueva evidencia a considerar.

Ip : Estado de conocimiento que no incluye la evidencia E.

La probabilidad P(T|E A Iy) de la hipétesis T incorporando la evidencia
E es proporcional a la probabilidad P(T|Iy) de T sin incorporar E, y esta
dada por

P(E|T A Iy)

P(T|E A lo) = P(T|l) P(E|Ip)

(5.22)

Este teorema captura elegantemente la idea de racionalidad: somos ra-
cionales cuando modificamos nuestras creencias al aparecer nueva evidencia
que las desafia. Por el contrario, ante la pregunta «;qué evidencia seria capaz
de hacerle cambiar de opinién?», si la respuesta es ninguna, entonces tendria

sentido llamar a esa creencia irracional.
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Volviendo a la forma en que se presenta el teorema de Bayes, de inmediato

vemos que la razén
P(E|T A Ip)
P(E|L)

es la que determina si la evidencia E favorece o perjudicaa T, yaquesi R > 1,

R(T;E) := (5.23)

entonces P(T|E A Iy) > P(T|Ip) y el incluir la evidencia E aumenta la proba-
bilidad de T. Por el contrario, si R < 1, entonces P(T|E A Iy) < P(T|Ip) y la
evidencia E disminuye la probabilidad de T al ser incluida. La magnitud de
R también es crucial, ya que si éste es del orden de 1, el efecto de la evidencia
no serd tan dramdtico como si R > 1 0si R <« 1. Como P(E|T A Iy) tiene
como méaximo 1, la tinica manera en que R puede crecer indefinidamente es
que P(E|lp) — 0, es decir, cuando la evidencia es algo que considerdbamos
précticamente imposible. Las evidencias ridiculamente improbables son las

que tendrdn mayor valor para una hipétesis.

Ejemplo 5.3.1. Consideremos el caso en que una persona, pretendiendo que tiene
poderes sobrenaturales, hace la prediccion de que lloverd mafiana. Si es invierno,
no seria para nada raro que lloviera por lo que la prediccion tiene una importancia
minima. Si fuera verano en un clima seco, entonces la prediccién acertada de lluvia
adquiere mucho mds peso, porque algo que dificilmente hubiéramos esperado (antes
de ofr la prediccion) resulta cierto. Por otro lado, si la prediccién es que mafiana
lloverdn langostas, y efectivamente asi ocurre, entonces no nos queda otra opcion que

maravillarnos ante las capacidades de dicha persona.

De cierta manera podemos relacionar lo informativa que resulta una evi-
dencia para nosotros con lo inesperada o sorpresiva que ésta es bajo la in-
formacién actual que tenemos, y revisaremos el concepto de sorpresa y su
relacion con la informacién en Comparaciéon de modelos.

Analicemos ahora el caso mds habitual cuando la hipétesis de interés es
una de n alternativas mutuamente excluyentes y exhaustivas Tj, ..., T,. En
ese caso podemos escribir la probabilidad de la evidencia E dado Iy usando

la regla de marginalizacién como

P(E|l) = <Q(E)>Io - <Q(E> iQ(Ti) >10

(5.24)

I
™=

N
I
—_

P(E A Ti|Io)

P(T;|Io)P(E|T; A Ip),

I
™=

_.
Il
—_

y luego el teorema de Bayes para la k-ésima hipoétesis toma la forma

P(Ty|lo) P(E|Ti A Io)

P(T.|ENI) = .
(TEN ) = S (T 1) PEIT, A Iy)

(5.25)

88
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El caso particular cuando las alternativas son T'y =T es directamente

P(T|Io)P(E|T A Io)
(T[Lo)P(E[T A lo) + P(=T|Io) P(E|[~T A Io)

P(T|EAT) = 5 (5.26)

Existen dos situaciones de suma importancia que podemos analizar.

(A) La evidencia E es imposible de acuerdo a T.
En este caso, P(E|T A Iy) = 0, por tanto P(T|E A Iy) = 0 para cualquier
valor de P(T|Iy), esto es, la hipétesis es refutada inmediatamente. En
términos simples, si T predice que E es imposible, y luego E es obser-

vado, entonces T es autométicamente falsa.

Este es el tipico escenario de lo que se denomina criterio de falsabilidad
de Popper, de acuerdo al cual una teoria cientifica no puede ser de-
mostrada cierta, sino que s6lo puede ser refutada, cuando una de sus
predicciones falla al contacto con la realidad. Es mads, de acuerdo al teo-
rema de Bayes, existe un tinico caso en que es posible que una evidencia
demuestre con certeza absoluta una hipétesis T, y es cuando dicha evi-
dencia refuta todas las alternativas. Este es literalmente un ejemplo de

«cuando se ha eliminado lo imposible, lo que queda debe ser la ver-
dad».

Para ver como ocurre esto, consideremos nuestra teoria T; y otras n —
1 alternativas T», ..., T,. Escribiendo P(E|Iy) por medio de la regla de
marginalizacion, tenemos
n
P(E|lp) = P(T1|Io)P(E|Ti Alo) + ) _ P(T|o)P(E|T; A o). (5.27)

=2
Ahora imponemos que T se vuelva cierta bajo la evidencia E, es decir
P(T1|ENIy) =1, luego
P(Ty|Io) P(E|Ty A L)
P(Ty|Ip)P(E|Th A Io) + X1 » P(Ti|Io) P(E|T; A Ip)

-1, (5.28)

pero la igualdad de numerador y denominador implica que

M:

P(Ti|Ip)P(E|T; N 1p) =0
. 2I ]

>0
~ P(Ti|lo) P(E|T; AN Ip) =0
=0

luego P(E|T; A Iy) =0 parai =2,...,ny por el teorema de Bayes en su
forma (5.25) se sigue que

P(T|ENIy) =0parai=2,...,n.

En resumen, una evidencia E sélo puede demostrar definitivamente
una hipétesis T cuando dicha evidencia refuta a todas las hipétesis ri-
vales a T. Pero esto s6lo puede ocurrir en la deduccion 16gica, la cual es
recuperada aqui como un caso particular de la inferencia.
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(B) La evidencia E es muy improbable a priori, pero de acuerdo a T es cierta.
En este caso P(E|Ip) < 1y P(E|T A Iy) = 1, luego se tiene que

P(T|E A Ip) > P(T|Iy),

esto es, la hipotesis T se hace enormemente més plausible al incorporar

la evidencia E.

Esto nos alerta de tener en cuenta el cudn improbable es previamente
una evidencia con el fin de evaluar su potencial para soportar o refutar
cualquier hipétesis. La moraleja aqui es que no sélo basta que T = E
para declarar que T es soportada por E, sino que es necesario saber
si otras hipotesis también implican E de forma similar. Por ejemplo,
si miro por mi ventana a la casa vecina y encuentro que su patio esta
mojado, podria concluir que esto es evidencia de que ha llovido —dado
que si lloviera, el patio se mojaria— pero esta no es la tinica hipétesis
que explica los hechos. Si los vecinos regaron el patio, también éste se
mojaria, por lo tanto el patio mojado es también evidencia a favor de
esta tltima explicacién. Lo que manda en este caso es la probabilidad
previa de que haya llovido o que hayan regado.

» Entre los autores que proponen una vision bayesiana de la filosofia
de la Ciencia, ademads del propio Jaynes (2003) se encuentran Rosen-
krantz (1977) y Howson y Urbach (2006).

Ejemplo 5.3.2. La reciente enfermedad COVID-19 tiene, para cierto test en una re-
gion, una tasa de positividad de 5.1 %. Ademds, sabemos que la tasa de incidencia en
la poblacion mundial es de 1.3 %. La tasa de falsos positivos del test en cuestion es de
4 %. Si me realizo el test y obtengo un resultado positivo, ;cudl es la probabilidad de

que realmente tenga la enfermedad?

Solucion. De acuerdo al teorema de Bayes, tenemos

P(ClIp)P(t|C, 10)-

P(C|t, Ip) = 2
(It Do) == 47 -2)
Del enunciado tenemos los valores

P(C|lp) = 0.013, (5.30a)
P(t|Ip) = 0.051, (5.30b)
P(t|-C, Iy) = 0.04, (5.30¢)

y usando la regla de marginalizacion, podemos escribir P(t|Iy) como
P(t[I) = P(C|Ip) P(|C, To) + P(<C|lp) P(t}=C,Ip) . (531)

=0.051 =0.013 =1-0.013 =0.04
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] ] §

De aqui despejamos P(t|C, Iy) = 0.886 y entonces

P(C|Ip)P(t|C, Iy) _ 0.013 x 0.886
P(t|Io) ~ 0051

P(C|t, Ip) = = 0.226. (5.32)

Vemos que un test positivo en este caso no es evidencia suficiente para inferir que
se tiene la enfermedad, principalmente debido a la alta tasa de falsos positivos.

5.3.1 El problema de Monty Hall

En el famoso problema de Monty Hall (Selvin 1975), un concursante se en-
frenta a tres puertas cerradas. Tras una de estas puertas se encuentra un pre-
mio, mientras que tras las otras dos puertas se encuentran cabras. Una vez
que el concursante ha elegido una puerta, la cual se mantiene cerrada, el ani-
mador del programa abre una de las dos puertas restantes, mostrando por
supuesto que hay una cabra, como se ve en la Figura (5.1). Con esto queda
claro que el premio se encuentra o en la puerta que eligi6 el concursante, o en
la otra que permanece cerrada.

En lugar de abrir de inmediato la puerta del concursante, con lo que se
acabaria el concurso, el animador le pregunta al concursante si desea cambiar
su puerta por la otra que permanece cerrada. La pregunta es, ;Le conviene

al concursante cambiarse de puerta? ;Y si es asi, por qué?

Solucién. Pongamos ntimeros 1, 2 y 3 a las puertas, y supongamos que el
concursante escoge la puerta 2. Definamos las proposiciones G1, Gz, Gz como

G, = «La puerta que contiene el premio es la puerta n»,

con n=1,2,3, luego sélo ganaremos si G; = T. En nuestro estado inicial de
conocimiento I con todas las puertas cerradas, tendremos de acuerdo al prin-

cipio de indiferencia que

1

P(Gi|I) = P(Ga|]) = P(Gs]I) = 3. (5.33)

Una vez que el animador abre una de las puertas distinta a la 2, diga-

mos la puerta 3, para revelar que ahi no esté el premio, tenemos informacién

Figura 5.1: En el problema
de Monty Hall, un concur-
sante participa por un pre-
mio que se encuentra detrds
de una de tres puertas. Lue-
go de elegir una de ellas,
el animador abre una de las
puertas restantes, revelando
una cabra. (Imagen de Wiki-
media Commons)
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adicional R3. Usando el teorema de Bayes, tenemos

Gi|I)P(R3|G; A 1)
P(Rs|I) '

PGiIRs A T) = 2 (534)

donde nuestra constante de normalizaciéon P(R3|I) puede ser calculada como

P(R3|I) = P(G1|I) P(R3|G1 A I) + P(Go|I) P(R3|Ga A 1)
=1/3 =1/3
+ P(Gs|I) P(R3|Gs A 1)
=1/3

= %(P(R3|G1 AI)+ P(R3|Gy A T) + P(R3|Gs A 1)). (5.35)

Hasta aqui la situacién parece simétrica a simple vista. Sin embargo, no-
temos que es imposible para el animador abrir la puerta que contiene el premio, por
lo tanto se tiene que

P(R3|Gs A1) =0. (5.36)

Por otro lado, si la puerta ganadora es la 1, y el concursante escogio6 la 2,
ninguna de ellas puede ser revelada y el animador esta obligado a abrir la 3,
luego se tiene que

P(R3|Gi AN I) =1. (5.37)

Sélo en el caso en que la puerta ganadora sea la escogida por el concur-
sante, en este caso la 2, es que el animador tiene alguna eleccién sobre qué
puerta abrir. De hecho puede abrir ya sea la 1 o la 3, indistintamente. La pro-
babilidad de ambas es por tanto 1/2,

_1
=5

Reemplazando (5.33), (5.35), (5.36), (5.37) y (5.38) en el teorema de Bayes
tenemos

P(Ry|Go AT) = P(R3|Gy A D) (5.38)

P(Gi|R3 A1) = %P(RS‘G" AD gP(Rg\Gi AT), (5.39)
%(z +1) 3

es decir, las probabilidades luego de ver la puerta 3 abierta son

2
P(Gi|Rs A T) = 3, (5.40a)
1
P(GalRs A T) = 3, (5.40b)
P(G3|R3 A I) =0. (5.40¢)

Sorprendentemente, jal concursante le conviene cambiarse de puerta, ya
que tiene el doble de probabilidad de ganar!
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Marilyn vos Savant

Aunque el problema fue presentado y resuelto en 1975, sélo se hizo fa-
moso luego de la controversia en la columna «Pregtintale a Marilyn» de la
brillante™ escritora Marilyn vos Savant. Cuando se le plantea el problema
en 1990, Vos Savant explica la solucion correcta: conviene cambiarse de puer-
ta ya que hay una probabilidad 3 de ganar el premio, versus % si uno no
se cambia, debido al hecho clave de que el animador siempre debe revelar
una cabra. Esta solucion fue severamente criticada por sus lectores, recibien-
do alrededor de 10 mil cartas, incluidas unas mil de distinguidos doctores en
matematica y ciencias exactas, quienes tardaron bastante tiempo en reconocer
que Vos Savant siempre tuvo razén. Por ejemplo, un doctor de la Universidad

de Florida termina su argumento ast:

«There is enough mathematical illiteracy in this country, and we

don’t need the world’s highest IQ propagating more. Shame!»

5.3.2 Teorias conspirativas y la navaja de Ockham

Los alunizajes del programa Apolo en la década de los 70 nunca ocu-
rrieron, sino que fueron falsificados por la NASA bajo érdenes del gobierno
de Estados Unidos. Las tecnologias basadas en el movimiento perpetuo y la
fusion fria son efectivas, pero han sido suprimidas por agencias de gobierno.
Algunos virus como el HIV o el SARS-CoV-2 no son naturales sino que fueron
creados en laboratorios. Paul McCartney muri6 en un accidente automovilis-
tico a finales de los 60 y fue reemplazado por un doble, y Los Beatles dejaron
pistas de aquello en las letras de algunas canciones.

Todas estas afirmaciones son falsas, por supuesto, pero son ejemplos de
teorias conspirativas que han atraido en su momento bastante atencién. Un
elemento transversal a todas estas teorias, de la cual toman su nombre, es
que existe una gran conspiraciéon que ha logrado ocultar la verdad al mundo,
salvo a unos pocos elegidos.

Mas formalmente, diremos que una teoria conspirativa T tiene como ca-
racteristica que es una hipétesis compuesta de m proposiciones individuales
T, Ty, ..., Ty tal que

T=T\ATATsA...A Ty, (5.41)

y ademads T es tal que explica perfectamente la evidencia observada E, es
decir, T = E, por lo tanto
P(E|T, 1)) = 1.

M Marilyn vos Savant fue
poseedora del récord Guiness
al mayor coeficiente intelectual
(CI) en 1988.
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De acuerdo a (5.41), la probabilidad de T en un estado de conocimiento I

siempre puede descomponerse por medio de la regla del producto como

P(T|lo)

P(Ty,..., Tullo)
= P(Ty|10)P(Ta, . .., T|Th, o)

(5.42)
= P(Ty|Io)P(Ta| Ty, 1) P(Ts, . ..., T|Ti1, Ta, o)

y asi podemos continuar iterativamente, con lo que finalmente obtenemos

m m

(T’IO T1|IO HP T’Tl, .. 1 1,10) Hpi, (543)

L
=p1 Hi=2 =p; para i=2,.. i=1

es decir, P(T|I) es el producto de m factores, que podemos denominar p1, . . ., P,
cada uno de ellos la probabilidad de una proposicién y por tanto

pi < 1.

Ahora volviendo al teorema de Bayes, tenemos que

1
P(T|E, IO) _ P(T’IO)W_ P(T|IO) (544)

P(E[ ) ~ P(E[D)’

pero como la probabilidad previa de la evidencia P(E|Iy) no depende de los

p; ni de m, podemos reemplazarla por una constante 7, y usar (5.43) para

escribir
1./ 1 =z
P(T|E, Ip) = = [ [ oi = - exp (Zlnpi). (5.45)
Ti=1 7 i=1
Como p; <1 vemos que Inp; <0y por lo tanto
m
Eln pi <0.
i=1
Definiendo por conveniencia
1 m
= — P < .
m;lnpl_o (5.46)
podemos escribir
1 q"
P(T|E, Iy) = —exp(mL) = — (5.47)
Ul U
con
g:=exp(L) <1

De esta forma, a medida que crece m la probabilidad de T disminuye, esto es,
la teoria conspirativa se hace cada vez menos probable a medida que aumen-
ta el namero de suposiciones auxiliares necesarias para soportarla, en una
clara manifestacion del principio llamado de la navaja de Ockham.
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Este principio originalmente se refiere a la frase ®

Entia non-sunt multiplicanda praeter necessitatem

esto, es, «las entidades no deben multiplicarse sin necesidad». El nombre «na-
vaja» es justamente porque pretende cortar los elementos innecesarios de una

explicaciéon. Nosotros enunciaremos el principio de la siguiente forma.

Recuadro 5.3 — La navaja de Ockham

Entre dos explicaciones posibles a un hecho, deberiamos escoger la
que requiere un menor niimero de suposiciones.

A veces se suele parafrasear el principio de la navaja de Ockham como
«La explicacién mds simple es la correcta» pero esto comete dos errores. Pri-
mero, una explicaciéon mas simple no siempre es la que posee menos suposi-
ciones, y segundo, el principio no declara con certeza que la explicacién ele-
gida sera la correcta. Puesto que es un principio de inferencia, serd la mejor
explicacién con la informacién disponible, provisto que en efecto sea capaz
de explicar los hechos.

En Dr. House, precisamente en el capitulo llamado «La navaja de Occam»,

aparece el siguiente didlogo.

Dr. House: Ninguna condicién explica todos estos sintomas. Pero el naranja
y el verde lo abarcan todo.

Dr. Chase: (El naranja y el verde? ;Dos condiciones contraidas simultdnea-
mente?

Dr. Foreman: La navaja de Occam. La explicacion mds simple es siempre la
mejor.

Dr. House: ;Y crees que uno es més simple que dos?

Dr. Cameron: Seguro que lo es, si.

Dr. House: Se aparece un bebé. Chase te dice que dos personas intercambia-
ron fluidos para hacer a la criatura. Yo les digo que una cigiiefia dejo
caer al pequefio en un pafial. ;Van a ir por dos o por uno?

Dr. Foreman: Creo que su argumento es engafioso.

Dr. House: Creo que tu corbata es fea. ;Por qué es uno maés simple que dos?
¢Es mads bajo? ;Mas solitario? ;Es mds simple? Cada una de esas con-
diciones tiene una posibilidad en mil, lo que significa que ambas ocu-
rriendo a la vez es de una en un millén. Chase dice que la infeccién
cardfaca es de una en 10 millones, entonces mi idea es diez veces mejor

que la suya.

@) Brase atribuida a William of
Ockham (1287 - 1347), fraile
franciscano inglés, cuyo apelli-
do es a veces escrito como Oc-
cam.
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Efectivamente, el ejemplo de House usando a la ciguefia es engafioso, por-
que estamos comparando dos hipétesis que no explican de igual manera los
hechos, luego en esta etapa (donde una falla en explicar y la otra no) no tiene
sentido comparar cudl involucra més suposiciones. Por otro lado, el célculo
respecto a las dos enfermedades ocurriendo simultdineamente es precisamen-

te el tipo de regla que hemos obtenido en (5.47).

5.4 — PROYECCION DE EXPECTACIONES

Es posible expresar el teorema de Bayes en términos de expectaciones en
un estado de conocimiento I y en un estado E A I, en la forma del siguiente

teorema.

Teorema 5.2 — Propiedad de proyeccion de la funcién indicador
Si w es una cantidad arbitraria, E es una proposicién usada como evi-
dencia e I un estado de conocimiento, entonces se cumple

(wQ(E)),

(W)pr = QE), | (5.48)

Lo que este teorema nos dice es que, si sabemos calcular expectaciones
en el estado de conocimiento I, entonces automéaticamente podemos calcu-
lar cualquier expectacion en un nuevo estado (E A I) que incorpora nueva
evidencia simplemente multiplicando por Q(E).

Al usar (5.48) diremos que la funcién indicador proyecta®® la expectacién
de w hacia un estado mds restringido. Pensemos por ejemplo en w = w(u),
entonces (w) ; toma en cuenta todos los puntos u compatibles con I, mien-
tras que la expectacién proyectada (w) £ SOlo considera entre los puntos
compatibles con I aquellos tales que E(u) = T.

Para ver que este teorema es equivalente al teorema de Bayes, simplemen-
te usamos w = Q(T),

T)Q(E
(Q(T))p,; = P(TIEAT) = <Q(QZS)(I>>I

_ P(TE|I)
P(E|I)
_ P(T|I)P(E|T A1)
P(E|L)

(5.49)

Primero haremos la demostracion de este teorema utilizando la forma
usual del teorema de Bayes, junto a la regla de marginalizacion y la regla

del producto.

©) En el sentido matematico
de eliminar componentes, como
una proyecciéon en dos dimen-
siones de una figura tridimen-
sional.
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Demostracién. Comenzamos con la expectacion dado E A I en el lado
izquierdo,

(@) rs /de w|E, Dw

I E L1
_ faseRRE),

- P(Em/dwp(wu) (wP(Elw,1)).

Ahora escribamos P(E|w, I) como expectacién de la funcién indicador
€:=Q(E), esto es

P(Elw,T) = (Q(E)),, ; = (€)1 (5.51)

con lo que tenemos

(W)pr = ;U/dwp(wﬁ) (w<e> )
E|I /de w|{we), (5.52)
= P(Eu)/dwp(wm;/dw P(«, elw, ' €
pero usando la regla del producto para separar
P(w €|lw,I) = P(w'|w, €, I)P(e|w, I)

y notando que
P(w|w,l) = 6(w— ') (5.53)

para cualquier estado de conocimiento { tenemos que
(@)en = pggy J “PWID T [ d/é( /) Plele, D' e
= —— [dw) P(wl|l)P(e|lw,)we
iy J 4@ T PIDP(el, D

1
= P(Eu)/dw;P(w,eH)we

_ (we), _ (wQ(E),
PEID ~ (@),

(5.54)

©

Ahora veamos cémo la demostracién es mucho més simple utilizando el pos-

tulado de Doble estimacion. Comenzaremos escribiendo (w Q(E)) ”

(WQE)), = ((we)yy), = (@) (555)

pero aqui podemos ver, usando (3.53), que la funcién z z<w>e:Z ,enel

lado derecho de la tltima igualdad es idéntica a la funcion z — z(w)__, -
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Por lo tanto,

>e 1, 1<€>1 (5.56)

@)ppr(Q(E)),-

Reemplazando E por la proposicién f = F, con f(X) una funcién de una

1= (el@hear),
= (
= (w

variable discreta X € {x1,...,x,}, obtenemos

(WQ(f = F)); = (w);_g, P(f = FID). (5.57)

Si sumamos en F a ambos lados vemos que el lado izquierdo se reduce a

Z(wa F), = (@ ZQf F)), = (w)y (5.58)

=1

mientras que en el lado derecho se obtiene
;P(f = FID)(w); g, = <<w>f:°f1>1’ (5.59)

es decir, recuperamos el postulado de Doble estimacién. El analogo continuo
de (5.57) esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 5.3 — Propiedad de proyeccién de la delta de Dirac
Para dos cantidades arbitrarias w y f, se cumple

(Wo(f = F))y = {w);_p, P(f = FII), (5.60)

donde f toma valores en un continuo y F es uno de esos valores.

La demostracion usando la forma explicita de las expectaciones y el teo-
rema de Bayes es como sigue.

Demostracion.
(wd(f~F)), = [af [ dwPlw,f = fIDws(f - F)
= /de(w,f = F|w
- /de(w|f — F,)P(f = F|D)w (5.61)

— P(f = F|I) /de(w|f — F, Dw
:p(f:F|I)<w>f:P,1 Q
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5.5 — PROBABILIDAD Y FRECUENCIA DE EVENTOS

Veamos una aplicacion del teorema de Bayes a un problema del tipo que
exploraremos con mds detalle en Estimacion de pardmetros. Imaginemos un
plebiscito entre dos opciones, digamos azul y roja, respecto a la cual quisié-
ramos hacer una encuesta. Para esto tomamos una muestra de n personas
de un total N mucho mayor y les consultamos acerca de su preferencia en el
plebiscito. Supongamos mds atin que la preferencia de cada persona ya esta
decidida aunque nosotros no la conocemos, y es tal que una persona cual-
quiera votard azul con probabilidad p := P(azul|I), y por lo tanto rojo con
probabilidad

P(rojo|I) = P(—azul|l) =1 — p.

Nuestro objetivo es determinar p cuando sabemos que k personas de la mues-
tra de n contestaron azul en nuestra encuesta.

Si llamamos A; a la proposiciéon «El voto i-ésimo es azul» y designamos
«El voto j-ésimo es rojo» como R;, de forma que A; y R; son mutuamente

excluyentes y exhaustivas, entonces la proposicion
E = «k votantes son del grupo azul en una muestra de n»,

que es nuestra evidencia, es la conjuncién de n proposiciones, donde k de
ellas son del tipo A y (n — k) de ellas son del tipo R, en un orden arbitrario.
Cada ordenamiento posible tendra exactamente la misma probabilidad, dada
por

P(azul|I)¥P(rojo|I)"F = pF (1 — p)" 7k, (5.62)

y existen C(k,n) posibles ordenamientos (permutaciones) de k elementos de
un total de n, donde C(k, n) es el coeficiente binomial

e = (1) =

que introdujimos en (1.100). Luego, la probabilidad de obtener k azules en
la muestra de n cuando no nos interesa cudl de los ordenamientos posibles
obtuvimos estd dada por

p(klpn) = ()=, 669

conocida como la distribucién binomial.
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Definicién 5.2 — Distribucién binomial
La probabilidad de k resultados verdaderos de un total de n estd dada

por

P(kin,p) = () —pr, .69
conocida como la distribucién binomial, donde
n n!
<k> = =) (5.65)

es el coeficiente binomial.

Queremos determinar el mejor valor de p, o en realidad la distribuciéon
de probabilidad de los valores de p dado el conocimiento de k y n, y para
esto necesitamos aplicar el teorema de Bayes. Sin embargo, es necesaria una
distribucién inicial para p, que supondremos uniforme entre 0 y 1 y entonces

diremos
P(p|ly) = rect(p;0,1), (5.66)

con lo que la aplicacién del teorema de Bayes nos entrega

P(plk,n) = P(p|lo) P(k|p,n)

P(k|n)
_ rect(p;0,1) (n .
=Sy (k)0

k
pr(l—p)
=rect(p;0,1 ’
L (a

donde hemos absorbido () y P(k|n) en la constante de normalizacion  (k, 1),

(5.67)

que a su vez estd dada por una funcién Beta,

n(k,n) = /Oldppk(l—p)”_k:B(k+1,n—k+1). (5.68)

Finalmente, escribimos nuestra distribucién posterior como

k n—k
__ra=-p
P(plk,n) = Bk+Lin—k<1) con p € [0,1] (5.69)

la cual se conoce como la distribuciéon beta.

Definicion 5.3 — Distribucion beta

Diremos que una variable X € [0, 1] sigue una distribucién beta si

X*1(1 — X)F-1

P(Xle, ) = “—pr—

(5.70)

donde B(x, B) es la funcién beta.
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17.5 1

15.0 1

12.54

10.0 1

P(plk, n)

7.51

5.0

2.5 1

0.0 .
0.2 0.3

Ahora definamos la frecuencia f de votos azules como

fi=- (5.71)
y consideremos el limite con n — ooy k — co. Vemos que

P —p)" " =exp(kInp + (n — k) In(1 - p))
=exp (n[flnp+ (1—f)In(1—p)]) (5.72)

por lo tanto el valor més probable de p segan P(p|k, 1), denotado por p*,
puede obtenerse como
f_1-f

9
0:ap(flnp+(1—f)1n(1—p)>‘p_p*:p*—l_p*, (5.73)

esto es, p* = f. Aproximando In P(p|k,n) a segundo orden en p, podemos
definir
1.__ 2

= aumren]| =n( G+ =)

(o)

y por lo tanto ¢ — 0 a medida que n — oo, como se ve en la Figura (5.2). De

(5.74)

esta forma, la distribucién posterior de p se vuelve una delta de Dirac,

lim P(plk,n) = 5(p — f), (5.75)
con la cual podemos escribir
) _k_
r}grgo P(azullk,n) = o= f. (5.76)

Hemos llegado a un resultado notable de la teoria de la probabilidad en la
interpretacion bayesiana, y es que, a pesar de que la probabilidad p es un gra-
do de plausibilidad «personal», suficiente evidencia lo lleva a coincidir con

Figura 5.2: Distribucién
posterior para el parametro
p de la distribucién bino-
mial, de acuerdo a (5.69), pa-
ra distintos valores de n con
f=k/n=04.
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una cantidad objetiva, la frecuencia de casos observados, bajo ciertas suposi-
ciones. Veremos en mayor profundidad este hecho en La ley de los grandes

nameros.

» Para una introduccién accesible y didactica acerca del teorema de
Bayes y su uso en inferencia se recomienda el libro de Stone (2013).

PROBLEMAS

Problema 5.1. Deduzca la regla extendida de la suma (4.70) a partir de la regla de
la suma (4.68), la regla del producto (4.75) y las leyes de De Morgan.

Problema 5.2. Demuestre que si A = B es cierto, se tiene que
(a) a mayor probabilidad de A, mayor probabilidad de B,
(b) a menor probabilidad de B, menor probabilidad de A.

Problema 5.3. En un juego de azar comenzamos con cero pesos, y a cada lanzamien-
to de un dado, que supondremos balanceado, ganamos 500 pesos si el dado sale 3 05,
y perdemos 500 pesos si sale 1,2, 4, 0 6. Si perdemos 500 pesos cuando tenemos cero
en nuestro total, el juego termina. Cudl es la probabilidad de que nuestro juego dure
4 lanzamientos?

Problema 5.4. Las cartas Zener se utilizan para poner a prueba supuestas habilida-
des paranormales (percepcion extrasensorial, o ESP). Estas cartas tienen 5 posibles
disefios: circulo, cruz, lineas onduladas, cuadrado, estrella. El sujeto a prueba debe
adivinar un cierto niimero de veces la cara de la carta sin mirar. Si ud. observa a
una persona adivinar 5 de 5 intentos, y su probabilidad previa de que esta persona
presente habilidades perfectas de adivinacion es de 0.1, cudl debiera ser su nueva pro-
babilidad? Considere sélo dos posibles hipétesis, T si el individuo presenta habilidades

paranormales, y T si sélo es resultado del azar.

Problema 5.5. En un casino existen dos mdquinas de juegos, una en la cual la
probabilidad de ganar es de 0.1, y la otra en la cual la probabilidad de ganar es de 0.2.
Por supuesto, no sabemos cudl mdquina es cudl, y para averiguarlo, decidimos que
a priori la probabilidad de elegir la mejor mdquina es 1/2. Elegimos una mdquina

cualquiera y perdemos. ;Cudl es la probabilidad de haber elegido la mejor mdquina?

Problema 5.6. Supongamos tres cartas, idénticas en forma, excepto que la primera
carta tiene ambas caras rojas, la sequnda tiene ambas caras negras, y la tercera tiene
una cara roja y otra negra. Se nos muestra una de las cartas extraida al azar, cuyo
lado visible es rojo. ; Cudl es la probabilidad de que la cara oculta sea negra?
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CAPITULO 6

Modelos probabilisticos

One’s ideas must be as broad as Nature if they are to
interpret Nature

Sherlock Holmes, A Study in Scarlet

En este capitulo tomaremos la formulacién de la probabilidad expuesta
en Probabilidad bayesiana e introduciremos el concepto de modelos probabi-
listicos, conocidos comtnmente en el lenguaje estdndar de la probabilidad y
estadistica como distribuciones de probabilidad. En particular, estamos interesa-
dos en descriptores que nos permitan resumir la informacién de un modelo
en un conjunto pequefio de niimeros, como por ejemplo un valor central en
torno a la cual creemos que se encuentra el verdadero valor, y una incerte-
za que nos indique el ancho o volumen de la regién que concentra la mayor
probabilidad.

Como primer punto antes de introducir las propiedades de los modelos
probabilisticos, fijaremos la notacién. Denotaremos el hecho que una variable
X es descrita por un modelo M como X ~ M. Si este es el caso, la distribucién
de probabilidad de X serd escrita como P(X|M), y en el caso en que el modelo
M reciba parametros 6 escribiremos X ~ M(6). Sin embargo, simplificaremos

la notacién para la distribucién de probabilidad de X de forma que
P(X|M(8)) — P(X|6)

cuando el modelo M se entienda a partir del contexto y de los nombres de los

parametros.

6.1 — DISTRIBUCIONES DE CONOCIMIENTO
COMPLETO
Una de las «condiciones de contorno» de la inferencia es que debe re-
ducirse a la deduccién cuando tenemos toda la informacién. Esto significa

que debe haber un paso «suave» a medida que acumulamos informacién ha-

cia una distribucién de conocimiento completo, que asigna cero incerteza a una
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variable o conjunto de variables. ;Cuéles son estas distribuciones de conoci-
miento completo? Recordemos que la expectaciéon de un valor conocido es el
propio valor, esto es,

<X>X:x0,l = X, (6.1)
para cualquier estado de conocimiento I. Si usando este resultado construi-

mos, para una funcion arbitraria w(f) donde f = f(u), la expectacién

(W) yys = w(f(m0)) 6.2)
y luego escogemos w(f) = 6(f — F), obtenemos
(O = )y = O(F = Flu)) 63)

pero por la definicién de la densidad de probabilidad,

P(f = Flu = o, 1) = 5(F — f(uo)), (6.4)

es decir, la densidad de probabilidad de una funcién f en cualquier estado
de conocimiento donde dicha funcién puede ser evaluada exactamente, es la
delta de Dirac. A este tipo de distribuciones las denominaremos distribucio-
nes de conocimiento completo, ya que representan un estado de cero incerte-
za respecto a la cantidad. De la misma manera, para variables continuas X la
densidad de probabilidad que representa conocimiento completo es la delta
de Dirac,

P(X =x|X =x0,I) =d6(x — xp) (6.5)

para todo I. En el caso de una variable discreta X € {x1,...,x,}, la probabi-

lidad que representa conocimiento completo es la funcién indicador,
P(X =x|X =x, 1) = Q(x = xx) (6.6)
para todo I.

Ejemplo 6.1.1. La altura h(t) de un cuerpo en caida libre desde una altura inicial
h(0) = Hes
h(t;g, H) = H— g, cont < \/2H/g (6.7)
La distribucion de h dado H, g y t es de conocimiento completo, y representa el
modelo determinista

P(h|t,g, H) = 5<h —H+ %gt2> con H > Lt (6.8)

Supongamos ahora que no conocemos H exactamente, sino que le asignamos un
modelo P(H|I) = p(H). Podemos eliminar el pardmetro H de nuestro modelo de-

terminista y el costo de ello es obtener el modelo estocdstico
P(h|t, g, 1) :/ dHP(h, Hlt, g, 1)
0
= [~ anp(nlg, HOP(HIg, D 69)

P(H|I)P(g,t|H, 1)
P(g, t|I)

— [ aHP(Hlt,g H)
0
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donde hemos usado el teorema de Bayes en la 1iltima linea. Llamando
Z(g,t) := P(g,t|1) :/ dHP(H|I)P(g, t|H) 6.10)
0

y tomando P(g,t|H) = ©(H — }gt?) podemos escribir

Plhlt g, 1) = o |7 dAHP(l g, H)p(H)O(H 35t
— z(;, 5 /000 de(H)zS(H —h- %gtz)(@(h) (6.11)
_ pli+ Lo
B Z(g,t)

6.2 — MEDIDAS CENTRALES

A continuacién nos enfocaremos en el problema de definir un valor repre-
sentativo de una variable X ~ I. Comenzaremos definiendo la media o valor
medio de una distribucién de probabilidad.

Definiciéon 6.1 — Media
Definiremos la media de una variable discreta x ~ I € {x1,...,x,}

como

P(X = x,“l)x,‘. (612)

-

Il
il

<X>1 =

Similarmente, para una variable continua x ~ I € [a,b| la media sera
definida como

b
(X), ::/ dxP(X = x|D)x. (6.13)

Es importante notar que, en general, para una variable discreta la media
podria no corresponder a ninguno de los valores permitidos de la variable,
ya que es una suma ponderada de éstos.

Para ver con mayor claridad el significado de la media como medida cen-
tral, consideremos como criterio el que todo estimador £ de la variable X
debe minimizar la expectacion de cierta funcién pérdida L(X, %), esto es, en

primer lugar debe cumplirse la condiciéon de extremo

9

=>

JdL(X, %)
), =(——) = 14
(L(X,2)), < X >1 0, (6.14)
la cual evaluamos usando la regla (4.64). En el caso en que empleamos como

funcién pérdida el cuadrado del error cometido al usar £ como substituto del
valor X, tenemos
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y entonces la condicién de extremo nos entrega

aie<(x_’e>2>1: —2(X - %), =-2((X), - %) =0, (6.15)

con lo que vemos que nuestro estimador 6ptimo £ coincide con la media de
la distribucién, (X) -

Para otras funciones pérdida tendremos distintos estimadores 6ptimos.
Por ejemplo, si s6lo nos interesa el que £ coincida con el verdadero valor X, y
no nos preocupa la magnitud del error cometido, entonces podemos emplear

la funcién pérdida
0si X =%,
1 en caso contrario,

la cual es minima si X = £. En ese caso la condicién de extremo nos entrega

9 ) 9 )
S (QX #1)), = $<1—P(X:x|l)> —0, (6.16)

es decir, 5
SR(x=xn| =0, 617)

lo cual nos lleva a definir la moda de una distribucién como sigue.

Definicién 6.2 — Moda
Definiremos la moda x* de una variable X ~ I como

x* :=argmax P(X = x|I), (6.18)

X

esto es, corresponde al valor de X que maximiza la probabilidad.

A diferencia de la media, la moda siempre es uno de los valores permiti-
dos de la variable. Finalmente, consideremos el caso en que la funcién pérdi-

da es la distancia entre el estimador y el verdadero valor,
L(X,%) =|X—Z%|

En este caso se tiene

J ) X% A
aﬁ<]X—x|>I:—<|X_;|>I:—<sgn(X—x)>I:0, (6.19)

donde sgn es la funcién signo, que podemos escribir en términos de funciones
indicador como

sgn(z) =2Q(z>0) — 1. (6.20)

Reemplazando en (6.19), tenemos
0= (sgn(X— J?)>I =2(Q(X > 32)>I -1, (6.21)
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---- Media
---- Moda
---- Mediana

P(x|k, 6)

00 25 50 75 100 12.5
X
y por lo tanto
1
<Q(X > ae)>1 =P(X> 2|l =, (6.22)

lo cual nos lleva a definir la mediana de una distribucién como el valor que
divide el espacio de valores permitidos en dos regiones, cada una con proba-
bilidad 3.

Definicién 6.3 — Mediana
Se define la mediana x,; de una variable X ~ I como el valor de X tal

que
P(x < xp|l) = P(x > xm|I) = 3. (6.23)

Un ejemplo de media, moda y mediana para una distribucién asimétrica
se puede ver en la Figura (6.1). El concepto de mediana nos lleva a su vez a

definir la distribucién acumulada para una variable.

Definicién 6.4 — Distribucién acumulada
Definiremos la distribucién acumulada para una variable X ~ I como

P(X < xoI) = (Q(X < x0)),. (6.24)

De esta forma podemos decir que la mediana x; es el punto donde la

distribucién acumulada es exactamente %

Figura 6.1: Una distribu-
cién con valores diferentes
de media, moda y mediana.
Aunque parezca mds peque-
fa, el drea en azul que re-
presenta la regién de valo-
res menores que la mediana,
es exactamente igual al resto
del 4rea bajo la curva.

107



Medidas centrales

0.30

0.251

0.201

P(X = x]|I)

0.101

0.05 1

0.00-

1.0

0.8 1

0.6 1

= x|l
A2

0.4 1

P(X

0.2

0.0 1

oo J S,

10 12

La derivada de la distribucién acumulada es la densidad de probabilidad,
ya que usando la propiedad (4.64) de derivada de una expectacion, se cumple

que

ip(x<x0\1) I —(Q(X < x0)),

d xo
= aa < xp — X >I
< O(xo X)>I (6.25)
= (0(xo = X)),
— P(X = xo|I).

Claramente la distribucién acumulada P(X < x¢|I) tendera a cero cuan-
do xo tiende al limite inferior de X, y tenderd a uno cuando x( va al limite
superior de X, tipicamente teniendo la forma de una funcion sigmoide, como
se ve en el panel inferior de la Figura (6.2).

Figura 6.2: En el panel supe-
rior se muestra el valor de la
distribucién acumulada pa-
ra una distribucién normal
en xg = 8 como el 4rea en
azul. El panel inferior mues-
tra la distribucién acumula-
da, la cual describe una cur-
va sigmoide. En ambos pa-
neles el diamante en verde
representa la mediana, que
en este caso coincide con la
media y la moda.
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Aungque no son medidas centrales, incluiremos aqui la definicién del mo-

mento n-ésimo de una distribucién P(X|I) como
pn(I) :=(X"),  paran >0. (6.26)

El conjunto completo de los momentos permite obtener la expectacién de
cualquier funcién analitica g(X) ya que, usando la expansion en serie de

potencias
glx) =) Cux", (6.27)

y entonces se tiene

(8); = <20CX>

= Y Cutta(D). (6.28)
I n=0

6.3 — INCERTEZA E INTERVALOS DE CREDIBILIDAD

Por medio de la distribucién acumulada es posible definir un intervalo de
credibilidad para una variable X € (), esto es, un intervalo [a, b] tal que el valor
de X estd en él con probabilidad p,

b
P(X € [a,b]|I) = / dxP(X = x|I) = p. (6.29)
a

Si definimos por conveniencia

Clx) = P(X < x|I) = / dxP(X = x|I), (6.30)

entonces (6.29) se reduce a
C(b) - Cla) = p, (631)

es decir, la distribucién acumulada es suficiente para definir cualquier inter-
valo de credibilidad. Si formalmente definimos la desviacidn respecto a la media

como
§X =X —(X),, (6.32)
la cual tiene media cero, tenemos
(6X)% = X* + (X)? —2X(X),, (6.33)
y luego
2 2 2
((6X)%); = (X%), +(X)] —2(X)] = (X*), = (X); =0,
lo cual nos lleva a la siguiente definicién.
Definicion 6.5 — Varianza
Definiremos la varianza de una variable X ~ I como
2
((6X)%), == (X?), — (X)]- (6.34)
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A veces es til emplear la raiz cuadrada de la varianza, conocida como la

s:=1/((0X)?),, (6.35)

la cual nos permite definir un intervalo de credibilidad simétrico en torno a

desviacién estdndar,

la media. La notacién abreviada X = Xy £ AX indica que

Xo = (X),, (6.36a)
p = P(|X = Xo| < AX|I), (6.36b)

con p un valor que se asume implicito dependiendo de AX.

6.4 — PARAMETROS DE ESCALA, POSICION Y FORMA

Es posible clasificar los parametros de un modelo en tres categorias: para-
metros de escala, pardmetros de posicion y parametros de forma.
Consideremos una variable z ~ M(8) con distribucién P(z|0) = p(z;0).
Si a partir de z construimos una nueva variable reescaldndola por un factor
positivo s, esto es,
X :=sz, s >0,

entonces la distribucién de x estard dada por

P(xls, 8) = (6(x —52))g = = (6(z — (x/5)))g

P(z=x/s]0) = %p(x/s; 0). (6.37)

DR ®n |

Esto nos lleva a definir el concepto de pardmetro de escala.
Definicién 6.6 — Pardmetro de escala
Si un modelo es de la forma
1
P(x|s, 8) = gp(x/s;ﬂ), (6.38)

entonces s acttia como pardmetro de escala para x.

Notemos la similitud entre el lado derecho de (6.38) y las funciones

(/e

que llevan a representaciones de la delta de Dirac segun (1.36). Este hecho
nos dice lo siguiente: cualquier distribucién de probabilidad con un pardme-
tro de escala tendiendo a cero se reduce a una distribucion de conocimiento

completo.
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Ahora construyamos una nueva variable y desplazando z una cantidad r,
es decir,
y:=z+r.

La distribucién de y es
P(ylr,0) = (6(y = [z + 1)) = (6(z = [y = 7]))s
=P(z=y—r|8) =p(y—r;0). (6.39)

Esto nos lleva a definir el concepto de pardmetro de posicion.

Definiciéon 6.7 — Pardametro de posicién

Si un modelo es de la forma
P(x|r,0) = p(x —1;0), (6.40)

entonces r actla como pardmetro de posicion para x.

Cualquier otro tipo de pardmetro, que no sea de escala o posicién, lo de-

nominaremos pardmetro de forma.

6.5 — INDEPENDENCIA Y CORRELACION

Si X, Y son dos variables, entonces diremos que su distribucion conjunta en

el estado de conocimiento I es
P(x,y|I) = (6(X —x)5(Y —y)); - (6.41)

A partir de la distribucién conjunta obtenemos las distribuciones de X y
de Y usando la regla de la marginalizacién,

P(x|I) = / dyP(x,y|I), (6.42a)
P(y|I) = / dxP(x, y|I). (6.42b)

A estas distribuciones las llamaremos distribuciones marginales.
Si X e Y son independientes en el estado de conocimiento I, entonces se
tiene
P(X|Y,I) = P(X|I), (6.43)

es decir, el conocer Y no afecta la probabilidad que asignamos a X. De la

misma manera, usando el teorema de Bayes vemos que

P(Y|X, I) = P(Y%m — p(Y|I), (6.44)

luego el conocer X tampoco afecta la probabilidad que asignamos a Y. En

otras palabras, la independencia de dos cantidades es mutua. En ese caso, la
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distribucién conjunta es simplemente el producto de las distribuciones mar-
ginales,
P(X,Y|I) = P(X|Y,I)P(Y|I) = P(X|I)P(Y|I). (6.45)

Una medida del grado de dependencia o correlacién es la covarianza, defi-
nida a continuacién.

Definicion 6.8 — Covarianza

Definiremos la covarianza entre dos variables X, Y como

(0X0Y), = (XY), = (X) (Y),. (6.46)

Si X e Y son independientes, entonces su covarianza es cero, ya que
(XY), = /dxdyP(x,y\I)xy = /dxdyP(x\I)P(y[I)xy
= | [axpeins] | [ avpiviny]
= (X)), (6.47)

sin embargo, covarianza cero no implica independencia, como se ve en el

siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.5.1. Si ¢ ~ U(0,271), entonces las variables

X :=cos(¢), (6.48a)
Y :=sin(¢), (6.48Db)

a pesar de ser obviamente correlacionadas ya que X? + Y* = 1, tienen covarianza
cero puesto que

<XY>IO = % Ozn d¢ cos(¢) sin(¢) =0 (6.49)

yalavez
<X>10 = % 027r d¢ cos(¢) =0, (6.50a)
(¥), = % Om dgsin(¢) = 0. (6.50b)

Para un conjunto de n variables, la covarianza se generaliza a la matriz de
covarianza X, que tiene componentes

%= <(5Xi5Xj> (6.51)

7
I

tal que los elementos de la diagonal ¥;; corresponden a las varianzas ((6X;)?) r

112



La distribucién normal

6.6 — LA DISTRIBUCION NORMAL

Probablemente el modelo mds conocido en toda la teoria de la probabili-
dad y estadistica es la distribucién normal o gaussiana, que pasaremos a recu-
perar a continuacion. Para esto, supongamos un modelo P(X = x|I) = p(x)
para la variable continua X donde su densidad de probabilidad p(x) estd
muy concentrada en torno al valor xy. En ese caso podemos aproximar In p(x)
en torno a xp hasta segundo orden como

Inp(x) =~ Inp(xo) + (x — xo)i Inp(xo) + 1(x — xo)za—2 Inp(xg) (6.52)
9 2 0x3

Si xp es un maximo de p(x), entonces a%o Inp(xg) = 0y se tiene

1 0>
Inp(x) ~ Inp(xg) + 5 (x — x0)* = In p(xp). (6.53)
2 oxg
Definiendo
e (g
c- = ——Inp(xo > (6.54)
9x3
tenemos
p(x) < exp ( - L(x - x0)2> (6.55)
202

que podemos normalizar usando la integral gaussiana como
/Oo dx exp ( — L(x - x0)2> = V2no (6.56)
oo 202 ’

con lo que hemos obtenido la famosa distribucién normal, que se muestra para

distintos valores de ¢ en la Figura (6.3).

Definicién 6.9 — Distribucién normal
Una variable X sigue una distribucién normal o gaussiana si

2

@_”)) (6.57)

1
P(X =1lp,0) = —exp (~ 0

para X € R. Diremos que X ~ N (u, 0?).

Notemos que en la distribucién normal el pardmetro y es un pardmetro
de posicién, mientras que el pardmetro ¢ es un pardmetro de escala, es decir
no existen pardmetros de forma. De hecho, es posible expresar una variable
normal en términos de la variable reducida

_X—u
2=, (6.58)

conocida en inglés como el z-score, de tal forma que

_ep(=2/2) _ 9(2) 659

P(x|p,0) = 5 o
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Figura 6.3: La distribucion

0.8 — 0=05 normal para y =5 (linea ne-
071 —— 0=1.0 gra vertical) y valores de o
— 0=15 entre 0.5y 2.5.
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&
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X
donde (—22/2)
exp(—z°/2
$(z) = ————
V27

es la funcién gaussiana que vimos ya en (1.40). Se tiene que z ~ N (0,1),
esto es, la densidad de probabilidad del z-score es universal. La media de esta
distribucién universal estd dada por

(z), = \/;7[ /_o:o dzexp(—22/2)z
_ LT 2 ® 2
= n [/mdzexp( z /2)z+/0 dzexp(—z /Z)Z]

(6.60)
1 (o] oo
=—— |-/ dz =z°/2)z + M
o [ W )
=0,
mientras que la varianza puede calcularse de
0
(627, = (), - 31y = (),
1 / * 2 /9,2
= — dzexp(—z°/2)z
VAT (6.61)

_ 1 [ ,00® a2
_m[ 28“/_oodzexp( Xz /2)} ‘a:1

usando (12) = _27_[ (ai\/%) _ (oc_%)

respectivamente, luego el z-score tiene media igual a 0 y varianza igual a 1.

a=1

Con esto podemos calcular la media de cualquier variable X distribuida

normal como

0
()2 = (02 1), = (2 H =11,
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y a la vez la varianza de X como
<(5x)2>%02 = <x2>%(72 - .”2
= ((ez+p)?), 0 — 1
= (222 + ) + 204z), 2~ W
1 0
= 02%4— 20;4%: o2,

es decir, 4 y 0% son precisamente la media y a la varianza de la distribucién,
respectivamente,

n=Cx), (6.62a)
o = <((5x)2>W7 = ((x— ‘u)2>;w. (6.62b)
En mds dimensiones, como la expansién en Taylor a segundo orden es
1
Inp(x) = Inp(xg) + (x —x0) - VInp(xp) + E(x —x0)TH(x — xp)  (6.63)

con H la matriz hessiana, se tiene que si repetimos el mismo procedimiento
anterior, el equivalente a la distribucién normal es la distribucién normal mul-
tivariable.

Definicion 6.10 — Distribucion normal multivariable

La distribucién normal multivariable estd dada por

1 1 S
PIX =y B) = — s exp (— 5 (x =)= (x—p))
(6.64)

parax = (x1,...,%4). Aqui el vector u contiene la media de cada com-
ponente, esto es

i =(Xi), z (6.65)
mientras que la matriz X = —H! es la matriz de covarianza (6.51),
Y= <5Xi§Xj>]1,Z' (6.66)
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6.7 — TRANSFORMACION DE DISTRIBUCIONES

En este punto tenemos todas las herramientas para atacar el problema
de como propagar en general la informacién que poseemos acerca de una
variable X hacia informacién respecto a una nueva variable Z, conectada con
X a través de un mapa o funcion tal que Z = f(X). Esto nos permitira ademads
construir nuevas distribuciones a partir de las ya existentes.

Comencemos analizando el caso de una variable discreta X € {x1,...,x,}
tal que X ~ I, donde f(X) es una funcién arbitraria de X. ;Cudl es el modelo
que corresponde a la nueva variable f? Nuestra respuesta inmediata, dado
que f = F es una proposicion véalida y recordando la conexién entre probabi-
lidades y funciones indicador, es que

P(f = FII) = (Q(f = F));- (6.67)

De todas maneras, podemos demostrar esto mas formalmente.

Demostracién. Usando la regla de la marginalizacién, podemos des-

componer la probabilidad en el lado izquierdo como

P(f = FII) iP(f — F,X = 1)

=1

P(f=F|X=x,)P(X=xi|I).  (6.68)

Il
e

Sin embargo, dado que el conocer el valor de X fija automaticamente el

valor de f(X), tenemos que

P(f =F|X =x;,I) =Q(f(x;) = F) (6.69)

para todo I, obteniendo finalmente

P(f = F|I) = ZQ )P(X=x|I)=(Q(f =F)); ©
(6.70)

En la practica podemos utilizar (6.67) escribiéndola de la forma

P(f=F|I) = ZP = x;|I), (6.71)

donde la suma recorre los m valores {x},...,x;,} tal que f (x;k) = F. Esto se

puede entender més intuitivamente ya que
(f=F)e X=x)V(X=x3)V...V(X=1;,), (6.72)

esto es, decir que f = F es equivalente a decir que X estd en el conjunto
{x3,...,x;,}. Aplicando funcién indicador a ambos lados y recordando que
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las proposiciones X = x;, son mutuamente excluyentes, tenemos
m
=Y QX =x)), (6.73)
=1
y finalmente aplicando expectacion bajo I,

P(f =F|I) = EP = x7[I). (6.74)

Ejemplo 6.7.1. Sea n una variable discreta n € {-m,...,—1,0,1,...,m} con
distribucioén
po
P(n|l) = —— 7
) = 12, (675
ysea f(n) =2n(n —1). ;Qué distribucién sigue f?

Solucién. Las soluciones de f(n) = F son

_ %(1 i m) (6.76a)

ni = %(1 - m) (6.76b)

luego tenemos, para todo F en el recorrido de f(n),

P(f = F|I) = P(ni[I) + P(n3|I)

- Po Po . (6.77)
141 (1+F+\/1+2) +I(1+F—Vi+2F)

Para una variable continua X € [a,b] tal que X ~ I la situacion es simi-
lar. Recordando que toda densidad de probabilidad es la expectacion de una
delta de Dirac, proponemos

P(f =F[I) = (6(f = F));, (6.78)

y la demostracién sigue las mismas lineas.

Demostracién. Usando la regla de la marginalizacién, escribimos
P(f = F|I) como

P(f = F|I) = /_O;de(f:F,X:x]I)

— / dxP(f = F|X = x, )P(X = x|I). (6.79)
Nuevamente, como conocer el valor de X fija autométicamente el valor
de f(X), se cumple

P(f = FIX = x,1) = 6(f(x) — F), (6.:80)
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y reemplazando tenemos

[ee]

P(f = FID) = [ dxé(f(x) — F)P(X = xI1) 651

=@(f-B) ©

El equivalente continuo de (6.71) se obtiene usando la propiedad (1.48) de
composicion de la delta de Dirac, quedando

P(f:FU):(‘S(f_F»I:<Z(5(’;{/(X )> Z*<(S |f/(x >I' (6.82)

pero (6(X — x*)), = P(X = x*|I) entonces se tiene finalmente

P(f=F|I) = EW (6.83)

Ak

Notemos la similitud con el caso discreto en (6.71), la tinica diferencia es
el factor 1/|f'(x*)|. En el caso particular en que la funcion f(X) es invertible,
la solucién de f(x*) = F es tinica y estd dada por la funcién inversa

x* = fH(F) = X(F),

por lo tanto (6.83) se reduce a

P(X = X(F)|I) 'dX(F)
P(f=F|I) = =P(X=X(F)|I)|—==]|, (6.84)
(F=FID ==y = PX=X(PID| gz
donde la dltima igualdad viene dada por el teorema de la funcién inversa,
KB = 1= FX(F)) - S X(F). (655)
dFi" 7% dF '
=F

Ejemplo 6.7.2. Consideremos la funcién f(X) = a+ (X —r)? para X > 0 con

P(X =x|I) = CESE

Las soluciones de f(X) = F son
x*=r++VF—a, (6.86)
y la derivada es f'(x*) = 2(x* —r) = £2+/F —a, luego |f'(x*)| = 2y/F—ay

tenemos

- ;_a (P(X =r = VF=a) + P(X = r + VF—a|1))

B 1 O(r—+F—a) n 1 6.87)
S 2VF—a\(r—vVEF—a+1?2 (r+VF—a+12)
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6.7.1 Propagacion de incerteza en modelos normales

Si X ~ I es una variable continua con ((6X)*), — 0, sabemos de La
distribucién normal que su distribucién tiende a ser normal. En este caso,

(qué distribucion siguen los valores de una funcién f(X)?

De (6.83) y llamando xg := <X>1' 0% = <(5X)2>I, tenemos

= xrlx 2
P(f = Flxy,0?) = Y DX ‘}&F’)f’” ) (6.88)

XF

Como X estd suficientemente concentrado en torno a xp, podemos apro-

ximar a primer orden

f(x) ~ Fo+ (x —x0)f (x0), Fy == f(xo). (6.89)

Dado que en esta aproximacion f(x) es lineal en x, es por tanto invertible y

se tiene F_F
— ko

= -, 6.90

=X f'(xo) (650

y ademds f'(x) ~ f'(xo). Reemplazando en (6.88), tenemos

P(f = F\xg,az) = |f’(1xo)!21m7 exp ( — %(X}: — x0)2>
1 1 1
= oot vame = (~ g F ~ F’)

1 1
- ——(F-FR)? 6.91
Vo P (2 ) 691
donde or := |f'(x0)|. Es decir, si X es una variable con varianza tendiendo

a cero y por tanto normal, entonces f(X) también es normal con

(fy, = X)), (6.92)
()2, = (o), |

dr (6.93)

X=Xp

Usando la notacion

AX = \/((6X)?),, (6.94a)

Af = \J{(6)2), (6.94b)

podemos escribir (6.93) como

X0

AX, | (6.95)

que coincide con el resultado intuitivo del cdlculo diferencial si pensamos
que AX y Af son cantidades pequefias comparadas con xg y f(xg) respecti-
vamente. Esta es la regla de propagacion de errores de la estadistica tradicional.
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6.7.2 La distribucion lognormal

Consideremos una variable normal z ~ A/ (u, 0'2), y definamos una nueva
variable x > 0 a través de la transformacién

x = f(z) = exp(z). (6.96)
¢Cudl es la distribucién que sigue x?

Como f(z) = exp(z) es una funcion invertible, podemos usar (6.84) para
escribir

P(x[u, o) = (6(exp(z) — X)), , = W

donde zp = In x es la solucién tnica de f(zg) = exp(zp) = x. Més atin, como

f'(z) = f(z) se tiene

(6.97)

' (z0)| = If(z0)] = |x]| = x,

y finalmente

Pty = LSO 1L ey

Esta es la llamada distribucion lognormal, que se muestra en la Figura (6.4)

para distintos valores de o.

Definicién 6.11 — Distribucién lognormal

Una variable X > 0 sigue una distribucién lognormal si

1 _ 2
P(X|u, o) = \/%UX exp ( - (n}?;zy)), (6.98)

Diremos que X ~ LogNorm(u, ¢?).

Figura 6.4: La distribucion
lognormal para y =5y va-
lores de o entre 0.2 y 1.1.
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6.8 — OTRAS HERRAMIENTAS PARA CALCULAR
EXPECTACIONES

En esta secciéon introduciremos herramientas adicionales para el trabajo
con expectaciones en modelos tanto discretos como continuos. En primer lu-
gar veremos el uso de la funcién generadora de una secuencia para describir
variables discretas, y luego estudiaremos el uso de operadores diferenciales
dentro y fuera de expectaciones como generalizaciéon de la propiedad (4.64)

que vimos en Derivada de una estimacién.

6.8.1 Funcion generadora de probabilidad

Recordando la definicién en (1.178) de la funcién generadora F(t) de una

secuencia fi, f2, f3, ... como

F(t):=)_ fut", (6.99)
n=0
ahora interpretaremos las probabilidades p; := P(X = X;|I) asociadas a una

variable discreta como una secuencia, y definiremos la funcion generadora de
probabilidad como sigue.

Definicién 6.12 — Funcién generadora de probabilidad
Para una variable X ~ I € {x1,...,x,} con probabilidades
pi = P(X = x;|I)

definiremos la funcién generadora de probabilidad como

G(1):= Y peth. (6.100)
k=1

Notemos que G(t; I) puede ser escrita como una expectacion si definimos
ind(X) € {1,2,...,n}

como el indice entero que corresponde al valor de la variable X. Formalmen-
te,

ind(X) := f Q(X = xp)k, (6.101)

y entonces tenemos

G(t 1) = (¢4 | (6.102)
Rapidamente podemos notar que
G(1;1)=(1),=1, (6.103)
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ya que la distribucion esta correctamente normalizada. La principal utilidad
de la funcién generadora de probabilidad es que, si es posible calcularla de
forma cerrada, entonces los momentos de ind(X) pueden obtenerse a partir
de las derivadas de G. Llamando K := ind(X) por simplicidad de notacién,
tenemos que la primera derivada de G respecto a su argumento entrega
(%f) | = (KET | = (), (6.104)

mientras que la segunda derivada nos da

(55)],_, = (Kx=12)

y podemos rearmar la varianza de K como

= (K = (K, (6.105)

((BK)*), = (K*), — (K)] = == T3 " lar (6.106)

Ejemplo 6.8.1. La funcién generadora asociada a la distribucion de Poisson es

=G+ 5[5 s

() = - Py = 3 SR
—0 !

k=0

=exp(—A(1—t)). (6.107)

Luego, la expectacion puede calcularse directamente como

G
(), = (5) Lzl = [Aexp(—m - t))} )tzl =, (6.108)
y el sequndo momento como
9’G  9G
), = (52 + 57 )| = [+ ep(=A(1-1)|| =A"+24,
ot ot / li=1 t=1
(6.109)
por tanto la varianza es
((Bk)*), =A*+A—A* = A, (6.110)

6.8.2 Derivada de una expectacion en el caso general

Ahora nos corresponde generalizar el resultado en (4.64) para la derivada

de una expectacion respecto a un pardmetro. Recordemos que teniamos

sl =(50).

en el caso en que I no depende del pardmetro A. Tomando (w) ;, como una
funcién de dos argumentos, w y I, es esperable que si I = I(A) exista una
contribucién adicional donde w queda sin derivar y la derivada acttia sobre
I. Esto es efectivamente asi, y el resultado correcto estd dado por una regla

que por razones histéricas™ llamaremos el teorema de fluctuacion-disipacion.

™ En fisica este teorema apare-
ce en una forma particular al es-
tudiar fluctuaciones térmicas de
un sistema en equilibrio y su re-
lacién con coeficientes de res-
puesta lineal (disipacién).
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Teorema 6.1 — Teorema de fluctuacién-disipacién
SiX ~ M(6,]) yw = w(X,0) es una funcién arbitraria diferenciable

con respecto a 0, entonces se tiene

d <8w> < d
—(w),, = (== + (w=InP(X]6, 1)> . (6.111)

La utilidad de este teorema es que permite muchas veces calcular expec-

taciones sin emplear sumas o integrales de forma explicita. La demostracién
es directa si empleamos, sin pérdida de generalidad, la definicién explicita de

la expectacién como una integral sobre variables continuas.

Demostracién.

d d

%<w>91 = %/ dxP(x]0, I)w(x,0)
—/ dx P(x[6, T)w(x,6))

_/dx x(6,1) gee)+w(xe)aag P(x]6,1) x m)

_/ dx(P(x|o, 1) ge 9) 4 o(x,0)P(x]6,I) 89 In P(x(6,1))

Jw d
_ <89>M . <waglnP(X\9,I)>9,l ) (6.112)

Ejemplo 6.8.2. Para la distribucién de Poisson con w = w(k, A) se tiene
d ow d

D, e

Usando w(k, A) = 1 tenemos

0 0

= A. Por otro lado, si usamos w(k, A) = k vemos que

M(/( % £ k ) (6.115)

(),
A
y se tiene (k*) . = A(A +1). La varianza de k estard dada por

por lo tanto (k) |

luego

1= —A (6.116)

((0k)%), = (K¥), — (K)s = A(A+1) — A2 = A, (6.117)
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Vemos que hemos obtenido tanto la media como la varianza de una distribucion

discreta sin calcular ninguna suma.

Notemos que la generalizacién para el caso en que tenemos m parametros
(01,...,0,) = 0y derivamos respecto a uno de ellos, digamos 6, es directa.

Simplemente definimos un estado de conocimiento de la forma

(lelel/- . -/9k71/9k+l/- . -/em/ II) = (6/ I)

parte de I que no depende de 6

y entonces podemos reescribir (6.111) como

d dw 9
aT;k<“’>6J = <89k>9,1 + <w89klnP(X|6,I)>6/I. (6.118)

Tomando m funciones wy, . .., w,, podemos armar un sistema de m ecua-

ciones usando (6.118) para cada wj;, y escribir este sistema como la ecuacién

vectorial
Vo (w)y, = <vg : w>611 + <w . VelnP(X]6, 1)>M, (6.119)
donde 3 3
Vg = (ﬁ,...,@), (6120)

yw = (wi,..., Wy).

Ejemplo 6.8.3. Construyamos el teorema de fluctuacion-disipacion (6.118) para la
distribucion normal respecto al pardmetro y. Usando la derivada del logaritmo de la

distribucion respecto a y, tenemos

2 In P(X[p,0%) = i( —In(V2n0) — (x_”)z)

I alV 20 (6.121)
= p(x — 1)
y por tanto podemos escribir
0 ow 1
35 (o = <ay>w2 + 5 (w(x - ;4)>WZ. (6.122)
Si ahora escogemos w = 1 obtenemos de inmediato
0 0 (x)
0 ~/0( 1 B po2 M
5= (G et A(E0) = —r— e

es decir, <X>V ,2 = W, mientras que usando w = (X — ) tenemos

0

s () (o), e

esto es,
(X=p)?), 0 =0 (6.125)
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6.8.3 Expectaciones via integracion por partes

No s6lo podemos usar el teorema de fluctuacién-disipacion segtn (6.111)
y (6.118) para establecer identidades entre expectaciones, sino que también
existe una familia de teoremas que son consecuencias de aplicar integracién
por partes —en el caso de una variable— o, en el caso mds general, el teorema
de la divergencia.

En primer lugar, para una distribucién P(X = x|I) = p(x) de una va-
riable continua X € R tal que p(£o0) = 0, usemos la integracién por partes
para resolver la expectacion de la derivada de una funcién arbitraria w(X) en

términos de otras expectaciones. Escribimos

(400) [~ 2

_ R dp(x)
_M_ /—oodxw(x) dx (6.126)

— —/_oo dxw(x)p(X);xlnP(x)

_ —<w(X)Cg<lnp(X)>I

por lo tanto tenemos nuestra primera version del teorema de variables conjuga-

das (Davis y Gutiérrez 2012), cuyo nombre se entenderd mejor en El principio

de midxima entropia.

Teorema 6.2 — Teorema de variables conjugadas
Si X ~ I € R con distribucién p(x) := P(X = x|I) tal que p(fo0) =0,
entonces para una funcién arbitraria diferenciable w(X) se cumple

<dw(X) > + <w(X)i In P(X|I)>I = 0. (6.127)
I

dX dX

Rapidamente podemos ver que la restriccion de que X € R con probabi-
lidades que son cero en oo puede ser reemplazada por X € |4, b] con

P(X=all)=P(X=0b]I)=0

y el teorema sigue siendo vélido, como veremos en el siguiente ejemplo, don-
de también notamos que podemos reemplazar las derivadas totales respecto
a X por derivadas parciales como explicaremos més adelante.

Ejemplo 6.8.4. Consideremos la distribucion beta,

x“il(l _ x)ﬁ—l
Bla,p) '

y construyamos su Teorema de variables conjugadas. Para ello, calculamos la

P(X = x|a, B) = (6.128)

derivada del logaritmo de la distribucion

d
alnP(X =xla,p) = —— —

a—1 p-1
. (6.129)
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y sustituimos en (6.127), obteniendo

a‘"> :<w(/5_1_"‘_1>> . (6.130)
<aX o =X X )/

Con la eleccion

w(x) = x(1-x) (6.131)
obtenemos
(1-2X), s =((X=D(a-1)+X(B-1)),,
‘%1—2<X>a,ﬁ :Z—oc+(zx—1—|—ﬁ—1)<X>a,ﬁ
= (at+p)X), (6.132)
luego .
(X)pp = s (6.133)

En el caso en que la probabilidad en los bordes [4, b] sea distinta de cero,
debemos generalizar nuestro resultado, pero afortunadamente para esto sélo
necesitamos hacer uso de funciones indicador. Esto es, si nuestra variable
X € [a,b] con densidad de probabilidad P(X = x|I) = p(x), entonces la
extendemos a X € R haciendo que la densidad de probabilidad sélo sea
distinta de cero en nuestro intervalo original. Esto es, ahora definimos

P(X = x|I) = rect(x;a,b)p(x) para x € R. (6.134)

Reemplazando en (6.127) tenemos

<dcg§{X) >1 + <w(X)% (ln p(X) + lnrect(X;a,b)> >1 =0, (6.135)

pero usando (1.11), podemos reducir el término con la derivada de Inrect(s; 2, b)
a

S(a—x)—956(b—x)

i Inrect(x;a,b) =

dx =d8a—x)—6(b—x). (6.136)

re oa,

El teorema de variables conjugadas queda entonces, incluyendo los tér-

minos de borde, como

<d°§§(X) >1 + <w(X)£(1nP(Xu)>I
= (w(X) (8(b = x) — é(a - x))>l (6.137)
=w(b)P(X =b|I) — w(a)P(X = a|l),

que es completamente equivalente a conservar los términos de borde en (6.126).
Para generalizar al caso de n dimensiones, usaremos un conjunto de variables

continuas X, un campo vectorial diferenciable

w(X) = iwi(X)éi (6.138)
i=1
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y emplearemos el teorema de la divergencia para calcular la expectacién de

la divergencia de w,

<V-w>I:/dep(x)V-w(x)

0
:M “ ot I g

= — /dew(x)p(x) -Vinp(x)
= {w(x) Vinp()),

donde hemos supuesto que P(X|I) = 0 en el borde 0Q) de la region (), con-
dicién equivalente a suponer probabilidad cero en +co para una variable en
R. De esta forma el teorema de variables conjugadas en su versién vectorial
es el siguiente.

Teorema 6.3 — Teorema vectorial de variables conjugadas
Si X ~ I € Q con distribucién p(x) := P(X = x|I) tal que p(x) = 0
si x € 0Q), entonces para un campo arbitrario diferenciable w(X) se

cumple

(V- w(X)), + (w(X) - VIn P(X|I)), = 0. (6.140)

Escogiendo un campo w tal que sélo tiene una componente distinta de
cero, digamos
wi(X) = 6(i,k)w(X),

vemos que
ow
V W — ai}g{,
w-Vinp — wi In
p IX, p
y podemos escribir
ow(X) d B
< 5%, >1 + <w(X)a—Xk lnP(X\I)>I = 0. (6.141)

Si queremos incluir términos de borde en la versién vectorial, podemos
definir un campo B(x) tal que los puntos con B(x) < Bj coinciden con los
puntos de la region (), y por tanto los puntos con B(x) = By seran los pun-
tos del borde dQ). En ese caso extendemos nuestra densidad de probabilidad
P(X =x|I) =p(x)a

P(X = x|I) = p(x)©(Bo - B(x)), (6.142)
y el teorema de variables conjugadas queda como

(V- w(X)), + <w(X) : V(lnp(X) +InO(By — B(x))) >1 —0. (6.143)
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Desarrollando la derivada de In ® tenemos

VIn©(By— B(x)) = — SB = BWIVBK) 5 i)\ UB(x) (6:144)

Ml

y luego
(V-w), + (- VInP(X|I)), = <(w . VB)&(By — B)>I, (6.145)

que puede escribirse de forma mds legible usando la propiedad (5.60) de pro-
yeccion de la delta de Dirac como

(V- w), + (w- VInP(X|I)), = <w : VB>B:B SP(B=B|D). | (6146)

Para poder ver con mayor claridad que el lado derecho de (6.145) coincide
con el término de borde que despreciamos en la demostracién en (6.139), uti-

lizamos la propiedad (1.53) de composiciéon de la delta de Dirac para escribir

5(Bo—B(x) =Y ‘S(TV_I_;"*), (6.147)

x*

donde x* son las soluciones de B(x) = By, es decir, los puntos del borde,
gracias a lo cual podemos reemplazar

— ds
20

x*

y entonces escribir

<(w . VB)&(By — B)>I - /

(6.148)

» Para més detalles sobre el uso de los teoremas (6.118) y (6.140), ver
Davis y Gutiérrez (2012) y Davis y Gutiérrez (2016).
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PROBLEMAS

Problema 6.1. Considere la distribucion triangular para una variable continua
X € [0,1], definida de acuerdo a

ax six <m,
P(X = x|m,h) = (6.149)
b—PBx six>m

conae >0, >0,b >0y tal que P(X = m|m,h) = h. Considerando que la
distribucion es continua en x = m (no asi su derivada), determine «, B, b y h en
funcién de m. Exprese la media, moda y varianza también en términos de m.

Problema 6.2. Demuestre que si s es un pardmetro de escala para la variable x, se
cumple
(8(x/s))s0 = G(6) (6.150)

para toda funcién g.
Problema 6.3. Demuestre que si, para dos variables X e Y, se cumple
(dwda); =0 (6.151)

para cualquier par de funciones w(X) y o(Y), entonces las variables X e Y son

independientes.

Problema 6.4. Dos variables x € [0,00), y € [0,00) son descritas por un modelo

Pt yli) = s exp(—n(x +) (x-+ )" (6.152)

(a) Calcule la constante de normalizacion Z(u).
(b) Calcule la covarianza <(5x(5y>y entre ellas.

(c) Calcule las distribuciones marginales P(x|u) y P(y|u).
Problema 6.5. Para un modelo
P(x,y|a, k) = 2akexp(—a(x +k-y)?), (6.153)
conx>0,y>0,a>0yk>1,calcule
(a) la probabilidad P(y > x|, k) de que y sea mayor que x,
(b) la probabilidad P(x < 1|a, k) de que x sea menor que 1.

Exprese sus resultado sélo en términos de los pardmetros « y k.

Problema 6.6. Calcule los momentos (x™) v ¢ de una variable x ~ Gamma(k, )
param = 0,1,2,3,.... Su resultado debe quedar expresado sélo en términos de k y
6.
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Problema 6.7. Si x ~ Gamma(k,0), calcule la probabilidad de que x sea menor o
igual a la moda de la distribucion.

Problema 6.8. Determine la distribucion de x = cos¢p si ¢ ~ U(—m, ).

Problema 6.9. Una mdquina pinta cuadrados al azar con dreas A que siguen una
distribucion exponencial, A ~ Exp(A) con A = 10 cm~2. ;Qué distribucion sigue el
lado L = \/A de cada cuadrado?

Problema 6.10. Si la variable x € |0, 1] tiene densidad de probabilidad
P(x|A) = KO(x)O(1 — x) exp(—Ax), (6.154)
encuentre la densidad de probabilidad para g(x) = V1 — x? y el valor de K.

Problema 6.11. Demuestre que la distribucion de Weibull,

P(X|k ) = i(f)kexp(—(xm)k) (6.155)

es la distribucion de una variable X cuando Z = (X /)X es tal que Z ~ Exp(1).

Problema 6.12. Usando el teorema de variables conjugadas, deduzca una relacion
de recurrencia para los momentos de la distribucién Beta, esto es, <xm>a Pl funcién

de <xm*1>a,ﬁ.

Problema 6.13. Complete el Ejemplo (6.8.4) para calcular la varianza.

Problema 6.14. Demuestre que para x ~ G(k,0) y una funcién g(x) cualquiera se
cumple

d (8%
9%<g>k,9 o 0

Usando (6.156) demuestre que (x), , = k0 y que ((6x)*), , = k6%

—k(g), (6.156)

Problema 6.15. Utilizando integracion por partes, demuestre que si x ~ Gamma(k, 6)
se cumple para una funcién g(x) cualquiera que

dg 1 q
<dx>kﬂ = (&) + (1-K) <;>kﬂ. (6.157)

Usando (6.157) encuentre una relacién de recurrencia entre (x™), oy (x™~1), .

Problema 6.16. Muestre que para una regién ) arbitraria con borde oQ) la genera-
lizacién de (6.145) es

(v w>l +(w- VlnP(X|I)>I = —(w-VQ(X € 0)) (6.158)

I/
Problema 6.17. Si x ~ Gamma(k,0), determine k y 6 en funcion de
X0 = <x>k,6’
Lo = <lnx>k,9’

a = (xIn x>k,0.
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Problema 6.18. A qué distribucion tiende la variable
n
F=][X (6.159)
i=1

donde Xy, . .., X, son variables independientes no negativas, cuando n — oo?

Hint: piense en el logaritmo de F.
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CAPITULO 7

Estimacion de parametros

It is a capital mistake to theorize before one has the
data. Insensibly one begins to twist the facts to suit
theories instead of theories to fit the facts.

Sherlock Holmes, A Scandal in Bohemia

Entre las aplicaciones practicas del teorema de Bayes, probablemente la
mas conocida y usada es la de ajustar los valores de los parametros libres de
un modelo usando datos observados. Mds rigurosamente diremos que se tra-
ta del problema de estimacién de pardmetros, y lo formularemos de la siguiente
manera.

Tenemos un modelo M(6) donde 6 = (64, ...,0,) es un conjunto de m
parametros que lo definen, y una cantidad X ~ M. Ademds tenemos en
nuestro poder dos elementos: un prior o distribucién previa P(0|Iy) para los

pardmetros, y un conjunto de datos D compuesto por n observaciones de X,
D:= (x1,...,x4). (7.1)

Nuestro objetivo es determinar la distribucion posterior de 6 dados los da-
tos D, que escribiremos como P(6|D, Iy) y que de acuerdo al teorema de Ba-
yes puede calcularse como
P(6|Ip) P(D|6, 1)

P(D|l)

P(6|D, Iy) = (7.2)

Para el problema de estimacién de pardmetros podemos considerar la
probabilidad previa de los datos™ P(D|Iy) como una simple constante de
normalizacién, dada por

P(D|Ip) = /dBP(9|IO) P(D|6, Ip), (7.3)

por lo que la tnica pieza faltante es la probabilidad P(D|6, Iy) de observar
los datos D bajo un conjunto de pardmetros 6, que en estadistica se conoce
como la funcién verosimilitud (en inglés likelihood function). Debido a que en
la mayoria de las ocasiones es mas manejable, sobre todo cuando se trata
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Maéximo a posteriori y médxima verosimilitud

de observaciones independientes, nosotros trabajaremos con el logaritmo de
esta funcién,

Lp(6) :==InP(D|6,1y) =InP(x1,...,x,|6, ). (7.4)

que llamaremos log-verosimilitud.
Cuando el estado de conocimiento previo Iy sea el de absoluto desconoci-

miento, lo llamaremos & y escribiremos

P(6|2) P(D|6, o)

P(6|D, o) = PDlz)

(7.5)

y mds atn, usaremos la convencién de escribir & s6lo cuando es el tinico sim-
bolo a la derecha de la barra condicional. De esta forma, (7.5) puede escribirse

como

P(6|2) P(D|)

POID) = =5 Do)

(7.6)

7.1 — MAXIMO A POSTERIORI Y MAXIMA
VEROSIMILITUD

Como ilustracion del proceso de estimacion de parametros, veamos c6-
mo determinar la distribucién posterior de u y ¢ de una distribucién normal
cuando se tienen n observaciones independientes D = (x1,...,X,) y se co-

mienza desde un prior plano, esto es, usando
P(u,o|ly) = constante. (7.7)

La funcién verosimilitud (probabilidad de observar los datos bajo j y o) es
P(D|u, 0, Ip) HP xilp, o)

11

- (V2mo)r p ( 202 4

con lo que el teorema de Bayes en la forma (7.2) nos entrega

PlelD. ) = (R s Ve o (g Ko=), 79

U

donde hemos definido # como una constante que sé6lo depende de D y n.

Podemos escribir ahora el logaritmo de la probabilidad posterior como

InP(p,0|D,Iy) = —Iny — % Y (xi— u)? —nlino, (7.10)
i=1
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y por tanto los valores mds probables de y y ¢, que denominaremos i y ¢
respectivamente, estaran dados por la condicién de extremo

0 1 & .
3 P (1D, 10)‘M —0=—— ;(xi — ), (7.11a)
9 1np(u,0|D, Io) —o—if:(x-—A)Z—E (7.11b)
80’ ,u/ 710 ﬁ(AT - - 6_3 = 1 ]/l 6'. .
Como o > 0, de (7.11a) obtenemos
n
Y xi—np=0, (7.12)
i=1
es decir
1 n
p==) x. (7.13)
n &
i=1
Por otro lado, (7.11b) nos dice que
n
Y (xi—p)* —no* =0, (7.14)
i=1
luego se tiene
2 _1¢ 2
0= . Z(xi — ). (7.15)

[uy

Aunque de seguro ya es familiar, aqui introduciremos por primera vez la

definicién de promedio aritmético.

Definicién 7.1 — Promedio aritmético
Para un conjunto de n observaciones (datos) D = (x1,...,x,) de una
variable X se define el promedio aritmético de la cantidad f(X) como

F= 3 F(x). (7.16)

i=1

Con esta definicién podemos escribir (7.13) y (7.15) simplemente como

N

X, (7.17a)
(x— )2, (7.17b)

A

con una inquietante similitud con (6.62),

B= <x>y,a’
o? = ((x—=p)?), -
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El significado de esta similitud, y en general de la conexién entre pro-
medio aritmético y expectacién, lo entenderemos en La ley de los grandes
numeros.

A través de este ejemplo hemos demostrado el método por excelencia de
la estadistica tradicional (no bayesiana) para la estimacién de pardmetros,
conocido como el método de mdxima verosimilitud, que ahora formularemos en

mayor generalidad.

Recuadro 7.1 — Método de maxima verosimilitud

Para un modelo M(0) y datos D = (x1,...,x,), el conjunto de paré-
metros O que mejor se ajusta a los datos es el que maximiza la funcién
log-verosimilitud £p(6) = InP(D|6, Iy), esto es,

0 := argmax Lp(6), (7.18)
0

y por tanto # debe cumplir la condicién de extremo

9
sgInLo(0)| =o. (7.19)

Importante: Para nosotros el método de méxima verosimilitud
es s6lo una aproximacion, valida cuando se justifique una eleccién
de un prior plano para los parametros 6 o, como veremos, cuando
el nimero de observaciones sea suficientemente grande para que

la eleccion del prior no tenga efecto en la distribucién posterior.

El método mds general que reemplaza al de maxima verosimilitud, valido
para cualquier eleccién de prior y nimero de observaciones es el método de
mdximo a posteriori, en el cual se obtiene el conjunto de pardmetros 6* que

maximiza (el logaritmo de) la distribucion posterior P(0|D, Iy).

Recuadro 7.2 — Método de maximo a posteriori
Para un modelo M(0) y datos D = (x,...,x,), el conjunto de pardme-
tros 0* que mejor se ajusta a los datos es el que maximiza el logaritmo
de la distribucién posterior In P(6|D, ), esto es,

0* := argmaxIn P(0|D, Iy), (7.20)
0
y por tanto 8* debe cumplir la condicién de extremo

9
=5 InP(O|D, 10)\ =0 (7.21)
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7.2 — EL PRIOR NO INFORMATIVO DE JEFFREYS

Buscamos una distribucion previa P(x|@) para una cantidad x > 0 inva-
riante de escala. Esto es, consideraremos la condicién de que las variables x y
ax (con a > 0) siguen la misma distribucién, es decir,

P(x|@) = f(x), (7.22a)

Plax = z|@) = f(z). (7.22b)

¢Qué funcion f(x) cumple esto? Escribiendo (7.22b) en términos de la
expectacion de la delta de Dirac y extrayendo la constante «, tenemos

Plax = 2@) = (8(ax —2)),, = iP(x: 2| 2). (7.23)

Es decir, de acuerdo a (7.22a) debe cumplirse

f(z) = %f (z/w), (7.24)

y si derivamos a ambos lados respecto a a, obtenemos la ecuacién diferencial

Ze(Z2Y = —f(2
(xf (a) N f(zx) (725
que bajo el cambio de variable u := z/a puede escribirse como

L’__l 1

—, consoluciéon general  f(u) o —.

f u u

Finalmente entonces, nuestra distribucién previa es de la forma

de primer orden

(7.26)

1
P(x|@ —
(xl2) =, |

conocida como el prior de Jeffreys. Notemos que este prior no es normalizable,
y podemos leer este resultado como el hecho de que no podemos dar una es-
timacién razonable para x si s6lo sabemos x > 0. Por otro lado, consideremos
una variable de la cual inicamente sabemos que x € IR, buscamos invarianza

traslacional, esto es
P(x|@) = f(x), (7.27a)
P(x+ B =2z|@) = f(z). (7.27b)

Nuevamente, escribimos (7.27b) como la expectacién de una delta de Di-

rac y entonces vemos que
Plx+p=2|9) = (6(x+ B —2))y = P(x = z— p|9), (7.28)
luego combinando con (7.27a) tenemos
f(z) = f(z— ) (7.29)

para todo z, B, por lo tanto f(z) = constante para todo z, y se sigue que

P(x|@) = constante. (7.30)
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Ejemplo 7.2.1. Los tiempos de viaje t en un recorrido de buses desde inicio a final

siguen una distribucion exponencial
P(t|A) = Aexp(—At) (7.31)
con A > 0. Tenemos n tiempos observados independientes D = (t1,t2,...,ty) Y

usamos el prior de Jeffreys para A,

P(A|2) % (7.32)

El teorema de Bayes nos entrega la distribucién posterior

P(A[2)P(D|A)

PR =50y

(7.33)
donde la funcién verosimilitud es
P(D|A) = P(ty,ta,. .., ta|A)
n
=T IPlA)
i=1
n
= A" Jexp(—At;)
i=1

= AMexp(—nAt),

(7.34)

y con
n

_ 1
==Yt (7.35)
ni3

el promedio aritmético de las observaciones t1,ts, . .., t,. Por lo tanto, la distribucién

posterior de A es
A~ Lexp(—nAt)

n(n,t)

la cual es completamente caracterizada por el niimero de observaciones n y el valor

P(A|D) = (7.36)

promedio t, por lo que podemos escribirla como P(A|n,t). Esta es una distribucion

gamma, por lo que de inmediato sabemos su normalizacion,

A Lexp(—nAt)

P(An, t) = = 7.37
(nE) = St 7.37)
La media y varianza de A estdn dadas por
w1

<)\>n} :; = ?, (7388)

A 1
(BM), =<5 = —=. (7.38b)

’ n?t nt

y como en el limite n — oo se tiene

<(5A)2>nj —0
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. 1 .
vemos que A toma un valor 1inico, Ay = 7 y entonces la distribucion de A se vuelve
de conocimiento completo,
y < 1
lim P(A|n,t) =6 (A —= . (7.39)
n—r0o t
Notemos que la contribucién del prior de Jeffreys es corregir el factor A" a A"~1,
con lo que dicha contribucién se hace despreciable cuando n — oo, y entonces los mé-

todos de mdximo a posteriori y mdxima verosimilitud se hacen equivalentes. Ademds,
como sabemos que si t ~ Exp(\) se cumple

i 1
(), :/0 didexp(=AD)t = 5 (7.40)
se tendrd que
, 1
Mm (t) - =(t), = A b (7.41)

7.3 — LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

En general, una de las consecuencias del teorema de Bayes para observa-
ciones independientes es que para n — oo las expectaciones tienden a coin-
cidir con los valores promedio de las cantidades, como se ve en (7.41), un
hecho que se conoce como la ley de los grandes niimeros y que revisaremos a
continuacion.

Sea P(x|I) la densidad de probabilidad de una variable x ~ I € U. Como
toda densidad de probabilidad es no negativa, es posible escribirla como

P(x|I) = ﬂlp] exp(F(x)), (7.42)

donde F(x) es una funcion en los reales y #[F| es un funcional que acttia como

una constante de normalizacién, dada por

1[F] :/udxexp(F(x)). (7.43)

Ahora supongamos una base completa de funciones ¢o(x), $1(x),... y

procedamos a escribir F(x) en términos de esta base, como
F(x) =Y Augn(x), (7.44)
n=0

donde los coeficientes A = (Ag, Ay, .. .) describen completamente a la funcién
F. Usando esta representacion podemos escribir P(x|I) como

1 (o]
P(x|I) = ) P (EOA”%(x)) (7.45)

donde .
n(A) = /udx exp ( Z%]/\nc[)n(x)) (7.46)
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es ahora una funciéon de los coeficientes A. De esta forma, las distintas funcio-
nes P(x|I) normalizables quedan representadas por los distintos conjuntos
de coeficientes A.

Ahora consideremos un conjunto de N observaciones D = (xi,...,xN)
independientes, para las cuales queremos encontrar la mejor funcién P(x|D, Iy)
que las representa, esto es, el mejor conjunto de coeficientes A. De acuerdo al
teorema de Bayes, tenemos

P(A|lp) - P(DIA, Ip)

P(AD, Iy) =

P(Dll)
_ 5(%“’12)) ﬁP(xl\/\, o)
- 113((1];‘\113 fj 17(1/\) &P (;An‘l’"(")) (7.47)
- 113((3“11(;)) exp (i,i)A"(l)"(xl) ~ Ninj(2))

:P(Dluo)exp< [zwn In( >}+1nP<A|Io>>,

donde hemos introducido el promedio aritmético

Z| =
™=

I
—_

Pn = Pn(xi).

1

El método de méximo a posteriori nos entrega entonces

d d
a—/\klnP(MD Iy) = [Z)\n% Inn( )+ﬁlnP(/\|Io)

_N [¢k J lniy(/\)} +aik1np(;wo) —0. (748)

Tomando derivada parcial de In#(A) respecto a Ay vemos que

d 1 ad
o M) = o [ dvexp (1L, () 9elx) = () 749

luego tenemos
N [f—(ge),| + i In P(A|Ip) = (7.50)

Para N — oo nos damos cuenta que el primer término domina, y luego se
debe cumplir
I\ljlircl)O ¢ = (¢x)p,,  paratodok. (7.51)

Como la base es completa, cualquier funcién de prueba w(x) puede des-
componerse en términos de ella,

=) adu(x), (7.52)
n=0
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y por lo tanto para w también se cumplira

I\ll,m w = lim (i#n%) :]iyn< lim @)

N—o0

= ZO Hn(n ), (7.53)

= <Z Vn4’ﬂ> = <“’>D,10'
n=0 D,IO

Con esto hemos demostrado un resultado fundamental que se conoce co-

mo la ley de los grandes niimeros, y que enunciaremos a continuacion.

Teorema 7.1 — Ley de los grandes ntimeros
Para un conjunto de N observaciones independientes D = (x1,...,xN)
de una variable x € U con N — o0, el modelo mas probable P(x|D, Ij)

que representa a x es aquel que cumple

N

1
I\l}iir;oﬁi;w(xi) :/ude(x|D,Io)aJ(x) = (@)p- (7.54)

para toda funcion w(x).

La conexion de la probabilidad con la frecuencia

Notemos que para w(x) = d(x — x’) con x’ un punto arbitrario, (7.54) nos
dice que el modelo P(x|D, Iy) puede definirse como

N
Jim % Yot =) = (dx =)y, = PEID ). @55)

Podemos entender esto como si cada punto observado x; contribuye de
igual manera a la densidad de probabilidad, con una delta de Dirac centrada
en él, y por tanto las regiones del espacio que concentran mds puntos obser-
vados serdn mds probables segun P(x|D, I). jPero esto no es més que la idea
de histograma!

Para llevarla a cabo en la practica, subdividiremos el espacio U en m regio-
nes disjuntas Eq, ..., E,, y en lugar de la delta de Dirac usaremos la funciéon
indicador Q(x € E;) que evalta la pertenencia del punto x a una region E;.
Reemplazando w(x) = Q(x € E;) en (7.54), tenemos

N—oo

. 1 N
lim N;Q(xi €Ej) = <Q(x = Ej)>DJo (7.56)

=P(x € Ej|D, L), conj=1,...,m.
Acd es conveniente definir la frecuencia de A en N observaciones como

_ ntmerodecasosdonde A=T YN, Q(A;)
- numero de casos totales - N !

fn(A):

(7.57)
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1000 puntos 10° puntos

P(x|u, o)

y mads aun,
f(A) = lim fu(A). (7.58)

Usando estas definiciones podemos escribir de forma compacta
P(x € Ej|D, Ip) = I\l{im fn(x € Ej) = f(x € E)), j=1,...,m,  (7.59)
—00

notando que P(x € E;|D, Iy) depende tinicamente de los puntos D y no de la
informacién previa Iy, con lo que podemos escribir

P(x € E|D) = f(x€E), j=1,...,m (7.60)

Lo que (7.60) nos revela es que en el limite de infinitas observaciones inde-
pendientes de un fenémeno repetible, el mejor modelo depende tnicamente
de los datos y deja de depender de cualquier informacién previa Iy, y es en
ese sentido que lo vemos como si fuera una propiedad objetiva del fenémeno.
La Figura (7.1) muestra precisamente como la frecuencia fy observada de va-
riables normales generadas computacionalmente converge a la densidad de
probabilidad correspondiente a la distribucién normal.

Importante: En general, P(A|I) # f(A), ya que para nosotros la
probabilidad no es una propiedad objetiva de la realidad sino un

instrumento de recopilacién de informacioén.

Figura 7.1: Dos histogramas
de valores obtenidos de una
distribuciéon M'(2,1). A la iz-
quierda usando 1000 valores
y ala derecha con un millén
de valores. La curva roja es
la densidad de probabilidad
exacta a la cual la frecuencia
converge.
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Ejemplo 7.3.1 (Estimacion del drea de una region).
Consideremos el drea A de una region S en dos dimensiones, dada por

A= /xes dx = /dx Q(x €9), (7.61)

y definamos una distribucién plana P(x|&) = po en una region cuadrada C de drea
L2, que contiene a la region S, de esta forma aseguramos que L> > A. Imponiendo
normalizacion vemos que

/Cdxp(x\@) = po/cdx =pL* =1, (7.62)
es decir, .
P(x|@) = po = Iz (7.63)
Si ahora escribimos A como una expectacion bajo &, tenemos
B B Q(x€S)
A= /dx Q(x€8) = /dx P(x|2) {P(W) ]
- / dx P(x|2) [Q(x € §) - L] (7.64)
=(Q(x€9)),- L
esto es, A
7= (Q(x€S)), =P(x € S|@). (7.65)

Al usar la ley de los grandes niimeros (7.60) con D un conjunto de N — oo puntos
en el cuadrado C, y usandom =2, Ey = S,y E; = C — S tenemos

P(x € S|D) = % _ f(xes) (7.66)

donde f(x € S) es la fraccién de puntos en C que caen dentro de la region S, en el
limite de infinitos puntos. Usando A = 7tR? esto nos da una aproximacion para 7,

7= lim (%)sz(x €S), (7.67)

N—oo

en el caso de que S sea un circulo de radio R contenido integramente dentro de la
region cuadrada C, como se ve en la Figura (7.2).
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7.4 — EL PROBLEMA DE LA REGRESION

Aplicaremos las técnicas y conceptos aprendidos en este capitulo para el
que probablemente es el ejemplo universalmente mas aplicado de inferencia,
la regresion lineal. Consideremos una relacién lineal entre dos variables X e
Y, esto es

Y(X)=aX+p (7.68)

con pardmetros a (pendiente) y B (intercepto) desconocidos y que quisiéra-
mos determinar a partir de n observaciones de pares (x,v),

D= {(xll yl)l (xZ/ yZ)/ R (xn/ ]/n)}/ (769)

como se ve en la Figura (7.3). Si no existieran incertezas en los valores de x
e y por supuesto bastarian dos puntos cualesquiera para determinar « y
exactamente. Supondremos, como se acostumbra usualmente, que la varia-
ble independiente X se conoce exactamente (porque es la que controlamos,
digamos, en un experimento), mientras que la variable Y tiene una incerteza

o error € asociado, de forma que la i-ésima observacion estd dada por
yi=ax;+B+eg (7.70)

con ¢; ~ N(0,0?), esto es, la incerteza ¢ sigue una distribucién normal de

media cero y varianza o2,

&2

P(e|o) = - @) (7.71)

1

L e
Vv2no P

Nuestras cantidades desconocidas son entonces a, B y ¢, y como ya he-
mos visto en los casos anteriores, debemos calcular la distribucién posterior
P(a,B,c|D, Iy) usando el teorema de Bayes,
P(a, ,a|lo)P(Dla, B, 0, 1)

P(Dll) '

P(a,B,0|D,Ip) = (7.72)

Figura 7.2: Puntos gene-
rados al azar para estimar
una razon entre dreas segun
(7.66).
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Consideraremos nuestro estado de conocimiento inicial como el no infor-
mativo, luego Iy = & y nuestro prior para «, B serd plano, dado que supone-
mos a, f € (—oo,00),

P(a, B|@) = constante, (7.73)

mientras que para ¢ usaremos el prior de Jeffreys
1
P(0|2) P (7.74)

Como las observaciones de los pares son independientes, nuestra funciéon

verosimilitud queda de la forma
n
P(Dla, B, o) = [ ] P(xi, yila, B, o)
i=1

= [ 1 PWilxi, «, B, ) P(xila, B,0) (7.75)
i=1

n
= | | P(yilxi, &, B,0) P(xi| o),
i=1

pero la distribucién de probabilidad de y dado x es esencialmente la distri-

bucién de ¢,
P(Y=y|X=x,a,B,0)=Ple=y— (ax+B)|0), (7.76)

por lo que, definiendo p; := P(x;|@), tenemos

P(Dla, p,0) = sz =yi — (ax; + B)o)

H \ﬁoe P< 5 (i — [vcxi+ﬁ])2> (7.77)
zleexp< 12§ ocxl—i—,B]) —71111(7>,

Figura 7.3: Un ejemplo de
regresion lineal, donde los
puntos naranjos son obser-
vaciones de pares (x,y) y la
recta en azul es una de las
rectas plausibles que expli-
can la relacion entre X e Y
segun (7.68).
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donde Zp es una constante, por ahora sin importancia, que s6lo depende de
los datos D. La funcién log-verosimilitud para nuestro problema es entonces,

Lp(a,B,o) = —% [i(y,- — [ax; + B])?| —nlne —InZp. (7.78)

Antes de atacar el caso mds general de este problema, consideremos la
suposicion usual de que ¢ es un valor conocido. En ese caso la funcion log-

verosimilitud se simplifica a

Lp(a,B) = [i — [ax; + B1)?| — Lo, (7.79)

1

donde nuevamente L es una constante sin importancia. Dado que ¢? > 0,

maximizar Lp(a, B) en (7.79) es equivalente a minimizar

n

Ex e, B) ==Y (yi — [ax; + IB])2 (7.80)

i=1

como funcién de los pardmetros de la recta, « y B, y hemos recuperado el
conocido método de los minimos cuadrados.

Recuadro 7.3 — Método de los minimos cuadrados
Los pardmetros més probables 8 que ajustan una curva y = f(x;0) a

un conjunto de n puntos {(x;, y;)} son tales que

6 = argmin Z (yi — f(xi; 9))2. (7.81)
0 i=1

Este método sélo es correcto si y = f(x;0) + € con e ~ N(0,0?) y se
supone ¢ conocido y un prior plano para 6,

P(6]Ip) = constante.

Ahora usaremos la condicién de extremo de ¢?(«, B) para buscar los valo-

res & y § que la minimizan. Derivando respecto a &, tenemos

2 n
@i) a=ifpep 2; ~ [axi+ ) -x
=-2n {xy —ax2? — ] (7.82)
=0 ya que n>0
y luego se tiene que
ax2 4 Bx = xy. (7.83)
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Por otro lado, derivando con respecto a  tenemos

0E? n R
FY3 . =0=-2 i — [ax; +
(35 ) aps > (v~ [+ )
= —2n[y—ax - B, (7.84)
=0 ya que n>0
y entonces llegamos a que
ax+p=7. (7.85)

Combinando (7.83) y (7.85) obtenemos una ecuacion para & que soélo in-
volucra los datos,
&x2 + (§ — &%)X = 77, (7.86)

con la que finalmente podemos despejar & y  como los conocidos estimado-

res de minimos cuadrados para la regresion lineal.

Recuadro 7.4 — Minimos cuadrados para la regresién lineal

s XYy—Xx-y

i= 2, (7.87)

. (W-%7

B=7-% (H) . (7.88)
Xc—X

Introduciremos aqui una nueva cantidad, el coeficiente de correlacion de

Pearson pxy junto con las desviaciones estandar s, y s, de los datos.

Definicion 7.2 — Coeficiente de correlacion de Pearson

_ Xy —xXy
Pxy ‘= 5 Sy (789)
donde
Sy =1\ 22 — %2, (7.90a)
sy == \/y2 — (7.90b)

Usando estas definiciones podemos escribir

& = pxy(sy> (7.91)

Sx

Ahora volvamos a la solucién mas general que tenemos con la funcién

log-verosimilitud en (7.78) y escribamos la distribucién posterior

n

P(a,B,0|D) = 171Dexp (—222 Y (yi—[ax;+ B])> — (n+1) 1n¢7> , (7.92)

i=1
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El problema de la regresion

donde #p := Zp - P(D|Iy) es una constante sin importancia. Primero reescri-
biremos la suma sobre los pares que alli aparece para hacerla mas manejable,

expandiendo

& = f(yi — [ax; + B])* =n <y2 + a?x2 + B? + 20X — 20Xy — 2/3y> . (7.93)

i=1

Aca completamos los cuadrados de & y de f como
e =9+ Ku(e—a*)? +Kn(f— ) +2Kpp(a —a*) (B~ ) (7.94)

con lo que por simple inspeccién podemos determinar

Ky = nx2, (7.95a)
Kzz =n, (795b)
KlZ = nx, (795C)

dado que son los coeficientes de los tinicos términos que incluyen a?, g% y
2af, respectivamente. De expandir los términos con Kj; y Kj; vemos que

debe cumplirse
—2Kpa*a — 2K B = —2n(x2a* + XB*)a = —2nXyun (7.96)

es decir
a*x2 + B*X = X7 (7.97)

Haciendo lo mismo para la expansién de los términos con Ky, y Kj» que con-

tienen 8 vemos que
— 2K B*B —2Kppa*f = —2n(B* +xa*)p = —2nyp (7.98)

es decir
B +a'x =7. (7.99)

Pero (7.97) y (7.99) forman exactamente el mismo sistema de ecuaciones

que (7.83) y (7.85), por lo que de inmediato vemos que, felizmente,

>

ot =g, (7.100a)
B* = B. (7.100b)

Con esto podemos escribir nuestra distribucién posterior en la forma
P(6,0|D) = 1 exp ( _ L Y+ (0—pu)K(O—pu)T ) (7.101)
4 D on+1 202 4
con 0 := (a,B), 1 := (&,B) y

K1 Ko x2
K = —n (7.102)

K2 K

]

=
—_
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El problema de la regresion

Marginalizando 0 de una vez en (7.101) y usando la integral gaussiana mul-

tidimensional, tenemos que la distribucién marginal del error ¢ es

_ 2n _ v
P(c|D) = poo1 s, exp < 202), (7.103)

donde hemos usado det K = n(x2 — ¥?) = ns2. El valor de -y lo obtenemos

agrupando los términos constantes en (7.94),
ny? = v + Kyp (a*)? 4+ Koo (B*)? + 2Kppa* B*
—ytn (?&2 + B+ 27&3), (7.104)
de tal forma que, luego de un poco de dlgebra, encontramos que

v = nsy(1— pxy)- (7.105)

Podemos calcular la constante de normalizacién 77p usando la integral tipo

Gamma inversa,

l (-1 — T spip (1 1-2
D = \fsx/ doexp( 2) \/msxm r (2 1) yi2
(7.106)

Marginalizando 8 y « por separado en la distribucién (7.101) obtenemos las

distribuciones marginales

P(a,0|D) = ﬁ exp ( — ns> (0‘2_02&)2 - %), (7.107a)
Ve B-P?* 7
P(B,0|D) = mexp ( n [xz} T ﬁ) (7.107b)

y dividiendo cada una de ellas por P(c|D) en (7.103), obtenemos las distri-

buciones para « y p dado ¢ como

P(a|o,D) = \S/xliexp ( — ns? (“2_05)2), (7.108)

P(lo, D) = \/;T%U exp (- LS;] (52;2[5)2) (7.109)

de forma que las varianzas de a y f dado ¢ son

o2

2 —
<(50‘) >0’/D - nsle (71108)
o2x2
((3B))yp = ——- (7.110b)
' 1Sy
El valor més probable de ¢ dados los datos esta dado por

0 0% n—1
—InP(c|D = - = 7.111
o PPN, =G 7O 71
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El problema de la regresion

es decir, 02 = y/(n — 1), o explicitamente

R n
o2 =
n—1

sy(1— p%y)- (7.112)

Podemos calcular la expectacion de o2 a partir de (7.103) como

()=, (7.113)

con lo que la varianza de ¢ esta dada por

! 1[””1_;)]2 , (7.114)

(@r))p = n—4 2

la cual tiende a cero cuando n — oo ya que

T'(z—-1
(;(Z)Z)%exp((z—;)ln(z—;)—z—k;—zlnz+¢)
1 1 1
%exp(—§(1+lnz)+§+2l—rfz—zl—nf) z$—>0.

Esto implica que las varianzas de « y  también van a cero cuando n —
oy o — 0, luego en ese limite la recta con & y B que entrega el método
de minimos cuadrados se vuelve la tinica recta admisible, y desaparece la
incerteza.

De hecho, las incertezas exactas de « y  pueden obtenerse marginalizan-
do ¢? en (7.110) usando (7.113), con lo que finalmente obtenemos

S, — 02
((0m)?), = (;) (1n_p’f), (7.115a)
((6B)*)p = Cy) (Gl ok ;p_%‘i)xz. (7.115b)

Vemos de inmediato que las incertezas se anulan en el caso de pxy = £1,
es decir, cuando todos los puntos estan perfectamente alineados. Por otro
lado, marginalizando ¢ en (7.101) se tiene

vn—1(n—
27y

2)sx <1+ (B—y)H;(B—y)T> (7.116)

NIz

P(6|D) =
que es un caso particular de la distribucién ¢ de Student.

» Mucho mds se puede decir acerca de la regresion, dada la diversi-
dad de modelos y suposiciones existentes més alld de lo visto aca. Para
ejemplos practicos a distintos niveles de complejidad se recomienda
encarecidamente ver el libro de von der Linden, Dose y von Toussaint
(2014) y el de Bailer-Jones (2017).

149



El problema de la regresion

PROBLEMAS

Problema 7.1. Muestre que (7.116) tiende a P(6,0 = ¢|D) segiin (7.101) con &
dado en (7.112) cuando n — oo.

Problema 7.2. Complete los pasos para ir de (7.104) a (7.105).

Problema 7.3. Escriba la funcién a minimizar, y el sistema de ecuaciones a resolver
para obtener los pardmetros A y B de un modelo lineal y = A - x + B + ¢ con un
error de medicién € ~ Gamma(k, eo). Considere k y €9 como constantes conocidas.

Problema 7.4. La energia en un sistema critico estd descrita por una distribucion

tipo ley de potencia,
1

(e0 + E)b’

con pardmetros €g > 0y b > 1. Se tienen n mediciones de energia independientes

P(Eleg, b) (7.117)

(E1,...,Ey). Utilizando el prior de Jeffreys para €y y un prior constante para b,
encuentre

(a) La distribucién posterior P(eo, b|E1, ... Ey, @). ¢ Son independientes los pard-
metros €y y b en la distribucion posterior?

(b) Las ecuaciones de mdximo a posteriori para e y b.
(c) La distribucién posterior marginal P(eg|Ey, ..., En, ©).

Problema 7.5. En una encuesta se intenta estimar la edad del habitante de ma-
yor edad de la ciudad, llamémosla e,,. Se muestrean N personas obteniéndose edades
e1, ..., en independientemente, las cuales son niimeros reales no negativos. Conside-
re un modelo en que todas las edades menores a e,, son equiprobables y es imposible
tener una edad e > e,,. Es decir,

P(eley) o« O(en —e), (7.118)
Use el prior de Jeffreys para ey,.

(a) Demuestre que la probabilidad posterior para ey, dadas las muestras, estd dada
por una distribucién de Pareto,

O(e,, — E
P(6m|el,...,eN) X ((n/llx-‘rl) (7.119)
em)
¢ Qué valores toman « y E?
(b) ;Cudl es el valor mds probable de e,,?
(c) Obtenga la distribucion predictiva P(eleq, ..., exN) y demuestre que
1
p = — 7.12
(E > max(el, /eN)|ell ,EN) N+1/ ( 0)

es decir, ey, — max(ey, ..., eN) en el limite N — oo, como es de esperar.
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CAPITULO 8

Sumas de variables y la
distribucion normal

Vimos en La distribucién normal cémo toda distribucién de probabili-
dad continua con un peak suficientemente agudo, es decir, muy concentrada
en torno a un valor, puede aproximarse por la distribucién normal. Ahora es-
tudiaremos otra propiedad, muy relacionada, que hace que la distribucién
normal sea tan ubicua en distintos contextos: la distribucién normal es el
«atractor» al que tiende la distribucién de la suma de variables independien-
tes con varianza finita.

Este es uno de los resultados més conocidos y confiables de la teoria de
la probabilidad, conocido como el teorema del limite central?, y que hace que
el problema de estimar una suma de muchas cantidades desconocidas sea
relativamente sencillo: el modelo normal serd en la gran mayoria de las veces
la respuesta correcta. Para entender esto, deberemos primero descubrir como
calcular la distribucion asociada a la suma de variables, usando la idea de

convolucién y el concepto de funcion caracteristica.

8.1 — SUMA DE VARIABLES

En primer lugar, demostraremos dos resultados sencillos para variables
independientes y que siguen la misma distribucién. Supongamos dos varia-
bles X; e X, que cumplen estas condiciones, y que tienen media y varianza
dadas por

<Xi>l = Xp, (81a)
((6Xi)%), =% (8.1b)

con i=1, 2. Con estas definiciones es inmediato ver que la media de la suma
cumple
<X1 + X2>I = <X1>I + <X2>I = 2Xy, (8.2)
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Suma de variables

mientras que para la varianza se cumple

(O +%2))°) = ((Xa+X2)?), = (X1 + Xa);
XP%), 4 2(X0), (Xa) + (X27), - (2(X1),)°

(
(
¢ 2>I+2x0+<X22>1 (2x0)?
(
{
2

(8.3)

X 2>1 — 23+ <X22>1
(0X1) > + ((6X>) >,,

52,

es decir, la varianza de la suma es el doble de la varianza de cualquiera de las

variables. Por induccién matematica es sencillo probar que, si

n
Z = 2 X; (8.4)
i=1
para n > 1 variables independientes {Xj, ..., X, }, cada una con media xo y
varianza s2, se cumple
<Z>1 = nxp, (8.5a)
((62)*), =ns. (8.5b)

Si tomamos ahora el promedio aritmético

_ 1 2
= Y Xi= (8.6)

i=1

de las n variables, vemos que
_ Z
<X”>1 = <n>l = Xp, (8.7a)
_ 37)2 2

((0Xn)?), = (627, nz) )i % (8.7b)

donde hemos usado la propiedad

((0az])?), = ((@2)?), — (aZ)]

= a?((62)?), (55)

para cualquier constante a. De (8.7) vemos que, en el limite n — oo, el pro-
medio aritmético se vuelve exactamente igual a la media xy de una de las
variables dado que la varianza tiende a cero al ser s? finito. Esto es,

lim P(X, = x|I) = 6(x — xo), (8.9)

n—oo

en una expresion alternativa de la ley de los grandes nimeros. Dado que
tenemos este resultado asintético, ahora nos preguntamos, ;jcudl es la distri-
bucién que sigue X, para 7 finito? En otras palabras, ;a través de qué distri-

bucién nos aproximamos a la delta de Dirac en el limite n — c0?
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Funciones caracteristicas

8.2 — FUNCIONES CARACTERISTICAS

Para abordar este problema consideremos ahora el caso mds general de
dos variables X e Y independientes, pero con distribuciones distintas
P(X =x|I) = p(x), (8.10)
PY =ylI) = q(y), (8.11)
y veamos cudl es la distribucién p(z) := P(X + Y = z|I) que sigue la suma
Z = X + Y. Esta estara dada por
p(z) =P(X+Y =z|I)
=(0(X+Y -
(st sv—2),

= /_o:o dx/_o:odyP(x,yH)(S(x—l—y—z) (8.12)

= /_0:0 dxP(x|I) /O; dyP(y|1)o(y — [z — x])

:‘/i;dxp(xﬁﬂzj-xh

que no es otra cosa que la convolucién de las funciones p y g,

p(x) = (p+a)(z) = [ dip(t)a(z 1) 8.13)

como definimos en Transformadas integrales y convolucién. Claramente es-
te tipo de integrales no serdn sencillas de evaluar excepto para formas muy
particulares de las distribuciones p y ¢, sin embargo definiendo una transfor-
mada integral lineal (y su inversa) es posible usar el Teorema de convolucién
para hacerlo. Usando la definicién de transformada integral T[f] en (1.195),
suinversa T~1[f] segtin (1.201) y los kernels en (1.205), definiremos el concep-

to de funcion caracteristica.

Definicién 8.1 — Funcidn caracteristica
Para una variable X ~ I definiremos la funcién caracteristica de X que

denotaremos por ¢x(t), como

px(t) := (exp(itX)),. (8.14)

Si X es continua, ¢x () es una transformada integral de P(X|I),

ex(t) = /O:O dxP(X = x|I) exp(itx), (8.15)

con inversa

P(X = x|T) = % / Z B o) S (itic). (8.16)
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La principal utilidad de la funcién caracteristica es que para un conjunto

de n variables idénticamente distribuidas X, ..., X, con suma

n
Z=Xi+...+Xy=)_X, (8.17)
i=1

se cumple que la funcién caracteristica de la suma es
pz(t) = <exp(itZ)>I
n
<exp (it Z Xl-) >
i=1 I
n

= < exp(itXZ-)> (8.18)

i=1 I

n

= 1 (exp(itX;)),

= (exp(itX))],

es decir,

(8.19)

p2(t) = gx(®)"

Este resultado es por supuesto el mismo Teorema de convolucién, apli-

cado a la convolucién de n distribuciones de probabilidad idénticas,

Tlpxpx*...xp] = ﬁT[p] = T[p]". (8.20)

n veces
Ejemplo 8.2.1 (Funcion caracteristica de la distribucién normal). Calculemos
@x(t) para X ~ N (u,0?), donde la distribucién es

P(X = xl0) = ——exp(— 53 (x— ). (821)
Calculamos directamente
= /OO dx \/L(T exp ( - %(x - y)2> exp (itx)
— 27-[(7/ dxexp ( ! [x +u ] (it + ;)x> (8.22)
_ oxpl= 22;(720 / dxexp (x — 2x[ite? —|—y]))

y completando el cuadrado, tenemos

2
x? —2x(ito* +u) = (x — [ite?® + y]) — (ito® + u)?

) (8.23)
= (x — [ite® + y]) + 20t — p? = 2ituo?,
luego
Px(t) = exp ZZ ZZ_ — + 1t;t
vano , (824
. tco
/ dxexp (x — [ite?® + y]) ) = exp <1t;4 - 7)
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El teorema del limite central

Este es un resultado de suma importancia que utilizaremos para llegar al
teorema del limite central: la funcidn caracteristica de la distribucién normal

N (p,0?) es

g2

¢x(t) = exp (itu - 7) (8.25)

Dos propiedades de las funciones caracteristicas son directas de demos-
trar. En primer lugar,

lim x(t) = %1_{% (exp(itX)), =1, (8.26)

t—0

y por otro lado,
[px(t)| = |(exp(itX)),]
— \/(cos(tX))2 + (sin(tX))?
_ \/ (cos(tX)? +sin(tX)? ) — ((cos(tX))2), — ((6sin(X))?),

1/ 1
=1

= \/1 — ((0cos(tX))?), — ((6sin(tX))?), < 1.
(8.27)

8.3 — EL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

Ahora que tenemos en nuestro arsenal de herramientas el concepto de
funcién caracteristica podemos hacernos la siguiente pregunta. Como segtn

(8.5) para dos variables idénticamente distribuidas e independientes X; y X,

cada una con media x( y varianza s* se cumple
(X1 4 Xa), = 2x, (8.28a)
((6[X14 X3])?), = 2% (8.28b)

vemos que la distribucién de la suma X; + X, nunca podré coincidir exac-
tamente con la distribucién de las variables X;, a menos que tanto la media
como la varianza sean cero, pero ese es el caso trivial en que X; = X, = 0y no
hay incerteza. Sin embargo, suponiendo la media xg = 0 podemos construir

la cantidad
X1+ Xo

X = 7 (8.29)

tal que
(x'), =0, (8.30a)
((6X")?), =%, (8.30Db)

es decir, la misma media y varianza que cada una de las variables X;, y en
general para
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El teorema del limite central

se cumple

(X), =0, (8.31a)
((6X)%), = s~ (8.31b)

La pregunta es, ;existird una distribucion
p(x) = P(Xy = x|I) = P(Xp = x|I)

tal que a la vez coincida con la distribucién de X'? Si suponemos que dicha

distribucién existe y tiene funcién caracteristica f (t) := ¢x(t), entonces debe

cumplirse
t t\2
Px(t) = x4, (ﬁ> = (PX<\/§> (8.32)
y por lo tanto, llamando u := t/+/2, vemos que f debe ser solucién de la
ecuacion
f()?* = f(uv2). (8.33)

Aplicando logaritmo a ambos lados y derivando respecto a u, tenemos

2f"(u) _ V2f' (uV2)

f(u) f(uv/2)
. V2f'(u) _ f(uv2)

fu) fuv2)’

(8.34)

esto es

V2g(u) = g(uv2) (8.35)

con g(u) := f'(u)/f(u) = & Inf(u), y si nuevamente derivamos respecto a

u, vemos que
38 (1) = +/3g (uV'2) (8.36)

es decir, la funcién ¢’(u#) no depende de su argumento y es por tanto una

constante, llamémosla «. Tenemos ¢’ (1) = « e integrando,

o(u) = % In f(u) = au + B (837)

pero por (8.35) para u = 0 se tiene que V28 = B, luego B = 0y al integrar

(8.37) tenemos
2

au
f(u) = Fyexp (7> (8.38)
Usando (8.26) fijamos Fy = 1y para cumplir (8.27) estamos obligados a
fijar & < 0, digamos a« = —0? y tenemos finalmente
t202
f(t) = ox(t) = exp ( - T) (8.39)
de lo cual comparando con (8.25) se sigue que X; ~ A(0,0?) y también
X1+ X )
——=— ~N(0,07).
7 (0,0%)
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Esto contesta nuestra pregunta inicial en términos afirmativos, y pode-
mos refrasearla de la siguiente manera: la tinica distribucién estable ante la
operacion
a+b

V2

es la distribucién normal de media cero. Esto es, de existir una distribucion

a,b—

universal a la cual converge la distribucién de una suma de variables idénti-
cas, esta debe ser la distribucién normal, ya que a + b ~ N (0,20?).
Este resultado se conoce como el teorema del limite central, que enuncia-

remos mds precisamente a continuacion.

Teorema 8.1 — Teorema del limite central
Sean n variables {Xj, Xy, ..., X, } independientes con distribucion

P(X; = x|I) = p(x)

paratodoi = 1,...,n. Entonces, en el limite n — oo su suma

n
z:=Y X (8.40)
i=1

tiende a seguir una distribucién normal,

1 1
P(Z =zlu,0) = Wor exp ( — ﬁ(z — y)2>, (8.41)
con
= <Z>1 = ”<X>1' (8.42)
o = ((62)%), = n((6X)?),. (8.43)

Reinterpretando este teorema en términos del promedio aritmético de
{Xy,..., Xy} tenemos que

- N n
P(X, =x|I) — oo exp < — g(x — <X>1)2) (8.44)
para n suficientemente grande, esto es,
(X, = (X),, (8.45a)
((0Xn)?), = %(((5x)2> y (8.45b)

y es de esta forma que se recupera (8.9) como

lim P(X, = x|I) =6 <x - <X>I) . (8.46)

n—00

Importante: Estos resultados nos muestran cémo la incerteza
asociada a un promedio aritmético se reduce con el ntiimero de
observaciones incluidas en dicho promedio, lo cual constituye la
base de la estadistica tradicional.
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El teorema del limite central

De esta forma, la distribucién normal juega el papel mas importante co-
mo la distribucién asociada a la combinacién —a través del promedio— de
mediciones independientes.

Finalmente veamos un bosquejo de la demostracién del teorema del limite

central usando funciones caracteristicas.

Demostracion. Sea Z una suma de variables

n
Z=Xi+..+Xp=)_ X, (8.47)
=il

donde P(X; = x|I) = p(x) para todo i y donde tanto la media (X),
como la varianza {(6X)?) ; son finitas. La funcion caracteristica de Z es

qoz(t) = gO)((t)n (848)

Ya que |@x(t)| < 1con ¢y(0) = 1, para n suficientemente grande sélo
la contribucién de t ~ 0 es importante, y podemos expandir en Taylor
entornoat =0,

@z(t) = @x(t)" = exp(nIn g« (t))
~ exp (n[ln ¢x(0) +tL1(0) + 1t2 LZ(O)D

2
= exp (n [t L1(0) + %tz L2(0)] ) (8.49)
donde
Li(t) = 2 Ingult) = (le(t) 2 (explitr)), = W, (8.50)

§ - exp(itx)x 2
La(t) = g ga(9) = o 2 explitn)), - <<p<>>>

¢x(t)
1 ‘ exp (itx)x) ?
Evaluando en t = 0 tenemos
L1(0) = i{x),, (8.52a)
L2(0) = —(x2), + (x)3 = —((6x)2),, (8.52b)
y reemplazando en (8.49) se sigue que
@-(t) ~ exp (it -n(x), — %tz : n<(5x)2>1) , (8.53)

que es (8.25) con u = n(x), y 0> = n{(6x)*),, es decir, z sigue una
distribucién normal con

(z), = n{x), (8.54a)
((62)%), =n((6x)*), @ (8.54b)
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El teorema del limite central

En la Figura (8.1) se muestra el comportamiento de la suma de una, dos
y tres variables idénticas, con distribucién uniforme U(0,1), donde vemos
que ya para n=3 el comportamiento puede aproximarse muy bien por una

distribucién normal.

PROBLEMAS

Figura 8.1: Un ejemplo del
teorema del limite central.
Se tienen tres variables con-
tinuas Xi, X, X3 con X; ~
U(0,1). El panel superior (a)
muestra el histograma de
Xj, el panel central (b) co-
rresponde al histograma de
X1 + X2 y el panel inferior
(c) el histograma de la suma
X1+ Xo 4+ Xs.

Problema 8.1. Calcule la funcién caracteristica asociada a la distribucion Gamma(k, 6).

Problema 8.2. Demuestre, utilizando funciones caracteristicas, que si Z = Xy +
...+ Xy es la suma de N variables exponenciales X; ~ Exp(\), se cumple Z ~
Gamma(k = N,0 =1/A).

Problema 8.3. Utilizando el resultado demostrado en el Problema 8.2, muestre ex-
plicitamente como la distribucién Gamma asociada a Z tiende a la distribucién nor-
mal cuando N — oo.

Problema 8.4. Determine la distribucién de Z = X + Y, donde X ~ Exp(A) y
Y ~ Gamma(k, ).

Problema 8.5. Demuestre, usando la formula de convolucién, que la suma de dos
variables normales es normal y determine la media y varianza de la distribucion
resultante. Verifique el resultado usando funciones caracteristicas.

Problema 8.6. Demuestre (8.5) por induccion matematica.
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CAPITULO 9

Comparacion de modelos

All models are wrong, but some models are useful.

George E. P. Box

Una vez que hemos hecho uso del teorema de Bayes para realizar infe-
rencia, y explorado la manera de realizar estimacién de los parametros de
un modelo, queda pendiente otro de los problemas comunes en inferencia, el
de decidir entre dos modelos M; y M cuando ambos son enfrentados a un
conjunto de datos D observados. ;Qué criterio deberiamos usar para decidir
cudl de los dos modelos favorecer a la luz de los datos?

9.1 — EL FACTOR DE BAYES

Dado todo lo aprendido en Probabilidad bayesiana, sabemos que pode-
mos asignar probabilidades a los modelos, y lo natural para nuestro problema
serd considerar las probabilidades P(M;|D, Iy) y P(M2|D, Iy) de los modelos
M; y M> considerando los datos D y la informacién previa Iy. El teorema de

Bayes nos entrega

P(M;|Io)P(D|My, Ip)

P(M1|D, Ip) = P(Dllo) , (9.1a)
P(My|D, Iy) = = <M2|§§zg(|i|)M2’ b), (9.1b)

y al formar el cuociente entre P(M;|D, Iy) y P(Mz|D, Iy) vemos que la proba-

bilidad previa de los datos se cancela,

P(Mi|D,Iy) _ P(My|Io)P(D|My, Io) P(DHo)
P(M;|D, Iy) P(Diy) P(M|Io)P(D| My, Ip)
_ P(My|lp) P(D|My, Io) ©2)
~ P(Mz|Ip) P(D|M, Ip) '
esto es,
P(Mi|D,Ip) _ [P(Mi|lo) ,
POVRIDLL) = | Py <M M) ©3)
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El factor de Bayes

donde en corchetes escribimos el cuociente previo entre las probabilidades
de My y My, y el factor K(Mj, My; D) es conocido como el factor de Bayes.

Definicién 9.1 — Factor de Bayes
Definiremos el factor de Bayes entre el modelo M; y el modelo M, para
los datos D como el cuociente

_ P(D|My, I)

K(Mq, My; D) := .
i, 0 D) P(D|Ma, Io)

(9.4)

De la misma manera que el cuociente R(T; E) en (5.23) nos indica si una
evidencia E favorece o perjudica a una hipétesis, el factor de Bayes es la can-
tidad que nos indica si un conjunto de datos D favorece a M; o a My. Si
el modelo M no depende de pardmetros, el cdlculo de P(D|M, Iy) es direc-
to, mientras que si M = M(0) entonces debemos usar la regla de margina-
lizacién para eliminar dichos pardmetros, y para esto necesitamos un prior

P(6|Iy). Obtenemos entonces,
P(D|M, Ip) :/dBP(D,6|M,IO) :/dep(euo)P(D\e,M). (9.5)

Incidentalmente, la probabilidad de los datos segtin nuestro modelo M(6)
es precisamente el denominador del teorema de Bayes en un problema de
estimacién de los pardmetros 0,

P(6|Iy) - P(D|6, M)

P(6|D, M, L) = P(DIM, Io)

(9.6)

Si D consiste de n observaciones (xi,...,x,) independientes que siguen
el modelo P(x|6, M) entonces se tiene
n

P(D|6, M) =[] P(x:|6, M). 9.7)
i=1

Ejemplo 9.1.1. Para una variable positiva X de la cual tenemos observaciones D =
(x1,...,xn) proponemos dos modelos. El primero es uniforme con un valor mdximo
L,

O(L —x)

P(X = x|My,L) = =, (9.8)

y un prior de Jeffreys

a0
L 7
donde dejaremos sin especificar la constante ay. El sequndo es un modelo exponencial,

P(L|) = (9.9)

P(X = x|M, A) = Aexp(—Ax), (9.10)
con un prior de Jeffreys
P(All) = 2, ©11)

donde tampoco especificaremos by. ;A cudl modelo favorecen los datos?
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El factor de Bayes

Solucién. Para el modelo M, tenemos

00 " O(L—x

P(D|My, Iy) = ; dLP(L|Ip) ( I i)
i=1
o0 1 n

y aqui ocupamos la propiedad

ﬁ@(L —x)=Q((L>x1)A...(L>xy,))
i=1

=Q(L>L") =0O(L-L), 9.13)
donde L* := max(xy,...,x,) es el mdximo de los valores observados. Con este
resultado podemos obtener

R 1 aop
P(D Iy) = L = . 14
( |M1/ 0) o /L* d [n+1 TZ(L*)” (9.14)

Por otro lado, para el modelo My tenemos

n

P(D|Ma, Ip) = /OOO dAP(A|Lp) | </\exp(—)\xi))

i=1

= bo/ dAA" L exp(—AnX) (©.15)
0
=bo(n —1)!(nx)"",
y podemos entonces escribir el factor de Bayes como
. P(D|My) ap(nx)" _ag /mx\"
K(My,MaiD) = peps = o e iy ~ ot (1) 619

Para n finito no podemos evaluar K(My, My; D) debido a que las constantes
ag y by no han sido especificadas, y esto es una consecuencia de utilizar priors no
informativos. Sin embargo, en el limite n — oo podemos usar la aproximacion de
Stirling (1.177) para transformar

InK(My, Mp; D) = In(ag/by) — In(n!) + nlnn +nln <£C*> (9.17)
en la forma mds manejable
InK(My, Ma; D) =~ 1 <ln (2‘) - 1) , (9.18)

ya que In(ag /by ) se puede despreciar frente a los términos que crecen con n. Esto es,

K(M;i, My; D) =~ exp <n [ln <£C*> - 1}) . (9.19)
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El factor de Bayes

Muds aiin, aqui recordamos que L* es el mdximo de los valores observados, luego
el promedio aritmético X es menor o igual que dicho mdximo y se debe cumplir

In (Lx> <0, 9.20)

con lo que determinamos que

lim K(My, Mp; D) = 0. (9.21)

n—oo

Es decir, el modelo exponencial (My) debe ser preferido para un niimero muy
grande de observaciones.

Podemos obtener algunas aproximaciones asintéticas para n — oo de for-
ma general. En primer lugar, si D consiste en n observaciones independientes,
tenemos

n

P(D|M, Ip) = /dBP(6|IO)HP(xi\6,M)
i=1

= /d@exp (ilnp(xi\B,M) —|—1nP(9]IO)> (9.22)

i=1

= /d@exp (ED(B) +lnP(9!10))/

donde

Lp(6) = anln P(xi|6, M) (9.23)
i=1

es la funcién log-verosimilitud del modelo M. Para n suficientemente grande,

el término In P(6|Iy) es despreciable y podemos aproximar
P(D|M, I) = /deexp(cD(e) +InP(8]Io)) ~ /dﬂexp (Lp(8)). (9.24)

Maés atin, como exp(Lp(6)) se concentra en torno al conjunto de parame-
tros de méxima verosimilitud 6, por la aproximacién de Laplace (1.168) se
tiene

P(D|M, Iy) ~ exp(cp(é))ﬂ, (9.25)
detH(0)

donde m es el nimero de parametros y

82

H;(0) = - 96;96;

Lp(6). (9.26)

En este resultado asintético se ha perdido toda dependencia con el prior
P(6|Ip).
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El factor de Bayes

Ejemplo 9.1.2. Determinemos una aproximacion asintética para P(D|M, Iy) si
M = Gamma(k,0). En primer lugar, la funcién verosimilitud es
noexp(—x;/0)x 1
P(Dlk,0) =
(Dlk,0) =11 I'(k)ok

i=1

exp ( —n [(y/e) — (k- 1)@} ) ©-27)

= T (k) n an 4

cuyo mdximo ocurre para los pardmetros k y 0 dados por

k6 = %, (9.28a)
Inx —Ind = (k). (9.28b)
La funcién log-verosimilitud es
X S
Lp(k,0) = —n(a — (k= 1DInx +InT(k) +k1ne), (9.29)

para la cual necesitamos calcular la matriz hessiana que contiene sus segundas
derivadas. Estas son

92
= Lo(k8) = —ny (k), (9.30a)
02 n (2%
Lo (k0) = _ﬁ(F —k), (9.30b)
02 n
Tenemos entonces
Y1
H(k,0) = 5 (9.31)
1 2x/60—k
Yy su determinante es
n _
detH(k,0) = 7 (¢'(k)(2x/6 — k) —1). (9.32)
Evaluando en los pardmetros k y § obtenenos
Lp(k,8) = —n(k[1 — (k)] +Inx + InT(k)) (9.33)
Yy o 0o
detH(k,0) = é—z(kzp’(k) —1). (9.34)
por lo que finalmente se tiene la aproximacion
2% T (k) exp (—n [l%(l — (k) —l—ﬂ})
P(D|Gamma, [y) ~ (9.35)

bl
=
—~
P
<
—
=
~—
|
—_
~—
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La divergencia de Kullback-Leibler

9.2 — LA DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER

Veamos el problema de comparacién de modelos desde otro dngulo. Nue-
vamente supongamos que tenemos una variable X, n observaciones indepen-
dientes D = (x1,...,x,)y dos modelos, My M'. Sin embargo, ahora sabemos
que la variable X es correctamente descrita por el modelo M, y nos pregun-
tamos por la magnitud del error que cometeriamos al reemplazar el modelo
M, que es complicado de evaluar, por el modelo M’ que es mds tratable.

) (9.36)

donde hemos definido p(x) := P(X = x|M) y q(x) := P(X = x|M') por
simplicidad de notacién. En el limite n — oo y dado que X ~ M, podemos

Escribimos el factor de Bayes como

POIM) _ TILPalM) (¢ plx)
PDIMY) ~ [T Pl M) p(gl ()

usar la ley de los grandes niimeros para reescribir

[ EE] - () (n(2), e

El lado derecho de la tltima igualdad nos lleva a definir la divergencia de
Kullback-Leibler.

Definicién 9.2 — Divergencia de Kullback-Leibler

Dra(plln) = [ dxpla)tn 23] 9.39)

Con esta definicién podemos escribir el importante resultado,
.oy~ P(DIM)
K(M,M’; D) = B(DIM) — P n Dxr(pllq) )- (9.39)

Ejemplo 9.2.1. La divergencia de Kullback-Leibler entre dos distribuciones expo-
nenciales con pardmetros A y Ag es

Dxr(Al[Ao) = <1n (W) >/\

A
=In <A0> + (Ao —A) (X), (9.40)

1
=1/A

—In (;()) + (%—1),

cuya grdfica se muestra en la Figura (9.1). Vemos que Dk (A||Ao) siempre es positi-
va, y es cero tinicamente cuando A = Ay.
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La divergencia de Kullback-Leibler
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Este resultado, que la divergencia de Kullback-Leibler no es negativa, se
conoce como la desigualdad de Gibbs, y podemos demostrarla utilizando la
desigualdad de Jensen (4.59).

Teorema 9.1 — Desigualdad de Gibbs

D (pllg) = / dxp(x) In [Zg))] > 0. (9:41)

Demostracién. Como la funcién In(e) es concava (esto es, su deriva-
da es mono6tonamente decreciente), se tiene que — In(e) es convexa, y
usando la desigualdad de Jensen,

< — 1nX>I > —1In <X>

I (9.42)
— <1nX>I < ln<X>I

y usando X := g(X)/p(X), transformamos esta desigualdad en

(m(®)), <0 (), =0 (o) =0 o0

por lo tanto,

<ln<Z>>p = /dxp(x) In [Zgg] >0 @ (9.44)

Con esta desigualdad, suponiendo P(M|Iy) = P(M'|Iy), podemos verificar
que
P(M'|D) < P(M|D), (9.45)

consistente con nuestra suposicion inicial de que M es el modelo «correcto».

Figura 9.1: Divergencia de
Kullback-Leibler entre dos
distribuciones exponencia-
les, de acuerdo a (9.40).
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Informacién y Entropia

Podemos interpretar la divergencia de Kullback-Leibler como una medi-
da de qué tan distintas son dos distribuciones de probabilidad, aunque te-

niendo en cuenta que, segtin (9.39), D1, es asimétrica, esto es,

Dxi(pllg) # Dxi(qllp) (9.46)

a menos que M = M’, en cuyo caso Dk (p||p) = 0. Otra consecuencia di-
recta de (9.39) es que si queremos buscar un buen sustituto del modelo M,
lo que debemos hacer es hacer crecer P(D|M’) hasta que se acerque por aba-
jo lo mas posible a P(D|M) —ya que nunca podremos superarlo— y esto es

equivalente a escoger ¢* tal que

q* = argmin Dk (p||q)- (9.47)
q

9.3 — INFORMACION Y ENTROPIA

Ahora nos dedicaremos a conectar el concepto de divergencia de Kullback-
Leibler con la idea de informacién, y en particular con una medida cuantita-
tiva del contenido de informacién. El primero en establecer estas ideas en un
marco matematico riguroso fue Claude Shannon (1948), en el contexto de
formular una teoria de la comunicacién de mensajes entre un emisor y un
receptor en el caso donde existe pérdida de informacién @.

Veremos ahora una versiéon simplificada del razonamiento de Shannon
para cuantificar la informacién Z(E|I) que ganamos al conocer la respuesta
A a una pregunta. Supongamos que tenemos una pregunta con n posibles
respuestas, que denotaremos por las proposiciones légicas Ay, ..., A,, y para

las cuales hemos asignado probabilidades
pi == P(A|I).

Deseamos asociar un contenido de informacién 7 al conocer que la respuesta
correcta es Ay, donde claramente cudn informativo es este hecho sélo depen-
dera de la probabilidad py que hayamos asignado, esto es, postularemos el

siguiente requerimiento.

Postulado 9.1 — La informacién s6lo depende de la probabilidad
La informaciéon Z(E;) ganada al conocer una respuesta Ay depende

unicamente de la probabilidad py = P(Ak|I).

Gracias a este postulado podemos enfocarnos en la bisqueda de una fun-
ci6én universal Z(p) con p € [0,1]. A continuacion, quisiéramos incluir el
hecho de que si ya esperdbamos la respuesta A con probabilidad 1 —esto
es, era imposible cualquier otra— entonces no hemos ganado informacién

alguna, y por tanto postularemos lo siguiente.

M L4 teoria de Shannon fue la
que hizo posibles todos nuestros
avances en telecomunicaciones
y almacenamiento de informa-
cién en la era digital.
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Informacién y Entropia

Postulado 9.2 — Certeza corresponde a informacién nula
Sip =1, entonces Z(p) = 0.

Por otro lado, en el extremo opuesto esperamos que el conocer que la
respuesta era una que creiamos muy improbable nos entregue mucha infor-
macioén, y por lo tanto cuanto menor sea la probabilidad que habiamos asig-
nado, mayor es la informacién que ganamos. Esto se traduce en el siguiente
postulado.

Postulado 9.3 — A menor probabilidad, mayor informacién
La informacién Z(p) es una funcién decreciente de p, esto es,

dZ(p)

dp < 0.

Nuestro dltimo postulado es el mas importante, y el que finalmente nos
permitira descubrir la forma que toma la funcién Z(p). Requeriremos que la
informacién que ganamos al conocer las respuestas A; y A, a dos preguntas
independientes tales que P(A; A Ay|I) = P(A1|I)P(Az|I) sea la suma de las
informaciones que ganariamos al conocer A; y A, por separado.

Postulado 9.4 — Aditividad de la informacién independiente
La informacién asociada a conocer dos respuestas independientes es la
suma de las informaciones individuales. Esto es,

Z(p1 p2) = Z(p1) + Z(p2)

Con esto tenemos todos los elementos necesarios para determinar la fun-
cién Z(p) de una vez por todas. Si escribimos el postulado Aditividad de la

informacién independiente como
Z(xy) = Z(x) + Z(y)

y derivando con respecto a x, tenemos

d
gl(xy) =T'(xy)y =T'(x) (9.48)
que no depende de y, luego podemos escribir
T'(xy) = uc(yx)‘ (9.49)

donde a es una funcion atn no determinada. Para el caso x = 1 tenemos

I'(y) = —“(D, (9.50)
Yy
e integrando llegamos a
Z(y) =a(l)Iny +h, (9.51)
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pero usando (9.51) con y = 1 nos dice que
Z(1)=a(l)In1+h =h,

luego del postulado Certeza corresponde a informacién nula se sigue que
h = 0. El postulado A menor probabilidad, mayor informacién puede sa-
tisfacerse si elegimos a(1) < 0, luego la tnica funcién que satisface todos
nuestros postulados es

Z(p) = —klnp, (9.52)

donde k > 0 es una constante, en principio arbitraria, que nos fija las unida-
des en que mediremos la informacién. Como k > 0 autométicamente tenemos
que Z(p) > 0, y para simplificar la notacién, vamos a elegir k = 1, con lo que
tenemos la definicién de la informacion de Shannon.

Definicién 9.3 — Informacién de Shannon
Si A es una proposicion légica, entonces la informacién de Shannon
Z(AJI) asociada a A en el estado de conocimiento I es

Z(A|I) := —InP(A|I). (9.53)

Como Z(A|I) es la informacién que ganamos al saber que A es cierto si
estamos en el estado I, es por lo tanto informacién que no poseemos, es decir,
informacion faltante que no estd incluida en I. Con esta nueva herramienta,
volvamos ahora a la definiciéon de divergencia de Kullback-Leibler. Podemos

escribirla como
Dxi(pllg) = (Inp(X) —Inq(X)),,
= <1nP(X|M) —lnP(X|M’)>M (9.54)
_ !
= (Z(X|M') = Z(X|M)) ,
esto es, la estimacion de la diferencia entre la informacién faltante para el

modelo M’ y la informacién faltante para el modelo M. Por la desigualdad
de Gibbs vemos que

(Z(X|IM')),, = (Z(X|IM)), -

La estimacién de la informacién faltante acerca de un aspecto que nues-
tro modelo describe es un concepto de suma importancia, conocido como la

entropia de informacién, entropia de Shannon o simplemente entropfa.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P(A|D

Definicién 9.4 — Entropia de Shannon

Para un conjunto de proposiciones Ay, . .., A, mutuamente excluyentes
y exhaustivas definiremos la entropia de Shannon S, (I) en el estado I
como la expectacién de la informacién no contenida en I que ganaria-

mos al conocer cudl de las proposiciones { A;} es cierta,
n
Sa(l) = (Z(AID) ==Y pilnp, (9.55)
=1

para p; = P(A;|I).

Al evaluar la entropia de un conjunto de proposiciones hay que tener en
cuenta el limite
lim (plnp) =0, (9.56)
p—0

que hace que la suma en (9.55) sea bien comportada para probabilidades cer-

canas a cero.

Importante: La entropia es una propiedad de un modelo, ya que
se construye a partir de las probabilidades que dicho modelo asig-
na a las posibles respuestas a una pregunta. Esto significa que dos
personas con modelos distintos de un aspecto de la realidad en

general asignardn entropias distintas a dicho aspecto.

Por ejemplo, si una pregunta tiene sélo las posibles respuestas A y —A,
con p := P(A|I), entonces

Sa(l) = —plnp — (1 —p)In(1 - p) (9.57)

cuya gréfica en funcién de p se muestra en la Figura (9.2). Aqui vemos clara-
mente que la entropia es cero en los extremos p = 0y p = 1 donde tenemos

Figura 9.2: Entropia bina-
ria Sx(I) asignada a una
proposiciéon A en el estado
de conocimiento I, dada por
(9.57).
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mas certeza, y es maxima en el caso de mayor incerteza, p = % En este ultimo

caso, el valor maximo de la entropia es

1.1 1.1
—Elni—ilni—lrﬂ

que corresponde a un bit de informacion. En otras palabras, cuando somos
completamente ignorantes acerca de la respuesta a una pregunta de tipo si
0 no, significa que nos falta un bit de informacioén.

Cuando se trata de un conjunto de n proposiciones, o equivalentemente,
una variable discreta que toma uno de n valores posibles, la definicién de
entropia es clara y libre de ambiguedades. Sin embargo, al momento de ge-
neralizar a variables continuas hay algunos puntos a considerar. En primer
lugar, para una variable discreta X € {x1,...,x,} cuyos valores son equipro-
bables en un estado &, esto es,

1
P(X =xi|9) =

se tiene que la entropia es

1. 1
Sx(@)=—=) —In— =1Inn, 9.58
x(9) Z; JIn (9.58)
y si quisiéramos tomar el limite continuo la entropia creceria sin limite para

n — oo. Por otro lado, si ingenuamente tomamos la propuesta

?

Sx(I) —/dep(x)lnp(x) (9.59)

como la generalizacion de (9.55) donde p(x) := P(X = x|I), entonces es
directo ver que una transformacion de coordenadas de x a y = Y(x) para la
cual

q(y) == P(Y =yl|I) = p(y) Txy(y) (9.60)

de acuerdo a (4.61) entregaria una entropia

?

== ), dyaly)Inply) = —/Q, dy 4(y) ln[ ) ] (9.61)

Sv(l) jxy(]/)

es decir, la forma de la entropia seria dependiente de la eleccién arbitraria
de coordenadas. La solucién a estos problemas es, en variables continuas,
siempre usar la entropia relativa de un estado de conocimiento a otro, también

conocida como entropia de Shannon-Jaynes, y que definimos a continuacién.

Definicién 9.5 — Entropia relativa

Sx(lp— 1) = — /dxp(xu) In [P(;‘“O) } . 9.62)
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Con esta nueva definicion, si para el sistema de coordenadas x la entropia

relativade Iy a I es

Sx(lp — 1) = /dxp [ (( ))], (9.63)

al transformar se tendré

=/ dyq(y)in [:o((yy))]

ya que tanto la distribucién en Iy como la distribucién en I transforman de la

(9.64)

misma manera y sus efectos se cancelan. Tal vez no tan sorprendentemente,
la entropia relativa coincide con el negativo de la divergencia de Kullback-
Leibler, y por lo tanto

Sx(Io — I) = —Dxki(p||po) <0 (9.65)

sip(x) = P(x|I) y po(x) = P(x|Iy), con la diferencia de que ahora los estados
Ip e I son estados de conocimiento en principio arbitrarios. Podria parecer ex-
trafio que la entropia relativa sea siempre negativa, pero si volvemos a mirar

a la desigualdad de Gibbs tenemos que
Sx(lp = 1) = <I(X\I)>I - <I(X|Io)>1 <0 (9.66)

lo cual nos indica que el estado Iy contiene menos informacion que el estado
I y justifica nuestra elecciéon de notacion Iy — I, ya que vamos de un estado
previo a otro posterior.

Otro argumento para llegar a la definicién de entropia relativa es el que
da Jaynes (2003, pag. 375), comenzando desde la entropia de Shannon (9.55)
y pasando al limite continuo. Para esto, consideremos X € {a,x2,...,x,_1,b}
y las distribuciones de probabilidad

pi = P(X = xi[I), (9.67a)

po:=P(X = x;|@) = (9.67b)

:M—\

Definiremos densidades de probabilidad p(x) y m(x) asociadas a los es-

tados I y &, respectivamente, usando (4.44) en la forma

j=1
p(x) = Z pid(x — x]) (9.68b)
=1

Siintegramos en el intervalo [x; — ¢, x;+1 — €] con € suficientemente peque-
fo para que dicho intervalo tinicamente contenga a x;, tendremos
1 Xip1—¢€

Z = dx m(x) = m(x;)(Ax);, (9.69a)

n X;—¢

pi= /:Ms dx p(x) ~ p(x;)(Ax);. (9.69D)

i—¢&
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con (Ax); := xj41 — x;. Ahora podemos tomar el limite de la entropia de
Shannon como

n

lim — épi Inp; = lim — Y (Ax); p(x;) In[p(x;) (Ax);]

n—oo n—oo i—1

" () (9.70)
= lim — ;(Ax)i p(x;)In —cs
que podemos reescribir como
Y pi Y p(xi)
lim — ;In|H—=| = lim — Ax x;)In
nl_r)l;lo 1:21p n |:p0:| ng{}o Z( ) P( ) m(xi) 07

[t [2]

En esta derivacion m(x) coincide con la densidad limite de puntos tal que
X+€ 1 n
filx) = [ dom(@) = S Y Qx < v < xte) ©.72)
X ]:1
es la fracciéon de puntos de la variable discreta original que se encuentran

entre x y x + &.

9.4 — ENTROPIA Y CORRELACION DE VARIABLES

Sean P(X,Y|Ip) y P(X,Y|I) las distribuciones conjuntas previa y poste-
rior, respectivamente, para dos variables continuas X e Y. La entropia relativa

Sxy(lo— T) = <— In {m} >1 9.73)

que puede descomponerse usando la regla del producto como

_ /4 [ PXIDP(YIX, I)
Sxy(Io = 1) = < I [p(Xuo)P(YIX 10)}>

= pm] ), + (v,

conjunta es

(Y|X, I)}>
=Sx(Ip = 1) O79
x(Io < [ Y|X )]/
P(Y|X,1) ]>
do (4.17) = Sx(Ip = I) +
usando (4.17) = Sx(Io < P(Y|X, Ip) X—.1>

= Sx (Io—>I) SY\X( Iy —1 >1,

donde Sy|x(x; Ip — I) es la entropia relativa condicional de Y dado que X =
x, dada por

- (- [POYIX=xD)
Syix(xIo = 1) = < In {P(Y|X =x, Io)} >X—x,1
B - B P(Y =y|X =x,1)
/dyp(y =y|X=x1I)In [P(Y =y|X =x,1p)

(9.75)
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En el caso en que X e Y son independientes, se tiene
P(Y|X = x,0) = P(Y[{) 9.76)
para cualquier estado {, y entonces
Syix(x;lo = I) = Sy(Io — I, (9.77)
y de esta forma (9.74) se reduce a
Sxy(Io = I) =Sx(Ip = I) + Sy(Ip — I). (9.78)

Esto tiene dos consecuencias importantes. En primer lugar, si la entropia
relativa conjunta no es igual a la suma de las entropias «marginales», enton-
ces las variables X, Y no son independientes, y por tanto estan correlaciona-
das. En segundo lugar, dado que Syx < 0 al ser una entropia relativa, su

expectacion también lo serd y se tiene, en general, que
8)((10 — I) > Sxy(l() — I), (979)

esto es, marginalizar una variable nunca disminuye la entropia relativa.
Otra manera de medir correlacién entre dos variables es a través de la
informacién mutua, que es simplemente la divergencia de Kullback-Leibler

entre el modelo que supone X, Y independientes y el modelo conjunto.

Definicion 9.6 — Informaciéon mutua

206Y) = (In | s 1| >1 > 0. (9.80)

Vemos que a mayor informacién mutua, peor se vuelve la suposicion de
variables independientes, es decir, las variables en la realidad presentan ma-

yor correlacién.

» Para mas informacién acerca de los conceptos de entropia relativa,
divergencia de Kullback-Leibler, informacién mutua y en general acer-
ca de la teorfa de informacién de Shannon la referencia por excelencia
es el libro de Cover y Thomas (2006). También es ilustrativo revisar el
libro de MacKay (2003).
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PROBLEMAS

Problema 9.1. Calcule la entropia relativa para una variable X desde un modelo
X ~ Exp(A) hasta un modelo X ~ Gamma(k,8), ambos modelos con igual media.

Verifique que su resultado
(a) puede expresarse sélo en términos del pardmetro k,
(b) esigual a cero para k = 1, es decir, cuando ambos modelos coinciden.

Problema 9.2. Calcule la aproximacién asintética con n — oo para P(D|M, Iy)
con M = Exp(A) y utilice el resultado (9.35) para determinar las condiciones bajo
las cuales es preferible usar un modelo gamma en lugar del modelo exponencial.

Problema 9.3. Para un conjunto de 10 datos con promedio aritmético x =5.0 y
desviacion estandar s = \/ x2 — x> =0.5, compare usando el factor de Bayes

(a) un modelo exponencial P(x|xg) = (1/x0) exp(—x/xo) con xg = X versus
un modelo normal con y = xo y o =0.5,

(b) un modelo exponencial P(x|A) = A exp(—Ax) considerando todos los valores
posibles de A versus el mismo modelo normal de la parte (a). Utilice el prior de

Jeffreys P(A|@) 1/ A.

¢ Cudl modelo es mds probable en cada caso y cudnto es la razén entre las proba-
bilidades?

Problema 9.4. Se quiere desarrollar un modelo para la concentracion x en partes
por millon (ppm) de un contaminante en un lago. Para esto se ha medido el valor
promedio de la concentracion, X = xo. A esta informacion la denominaremos I;.
Posteriormente se mide la desviacién estdindar de la concentracion, \/ - =sA
esta nueva informacioén la denominaremos Ip. Determine la cantidad de informacion
que se gana al incluir tanto I como I en el modelo, respecto al caso donde sélo
se incluye 1. Explique cualitativamente la dependencia de la informacion ganada

incluir la desviacién estdndar.

Problema 9.5. Calcule la informacion mutua para dos variables X > 0,Y > 0 tal
que susuma Z = X +Y cumple Z ~ U(0,L) con L > 0. ;Qué se puede decir de la
correlacion entre las variables a medida que L aumenta?

Hint. Necesitard calcular las distribuciones marginales de X y de Y.
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CAPITULO 1 0

El principio de maxima
entropia

The first principle is that you must not fool yourself
and you are the easiest person to fool.

Richard P. Feynman

En este capitulo nos enfocaremos en el uso de la entropia de Shannon
y la entropia relativa, ya no para comparar dos modelos sino para crear o
actualizar modelos incorporando nueva informacién. Rdpidamente veremos
que el uso de la entropia relativa es andlogo al uso del teorema de Bayes y de
hecho en muchos casos puede producir las mismas respuestas.

Nuestro punto de partida serd el siguiente. De acuerdo a lo visto en In-
formacién y Entropia, la entropia de Shannon

Sx(l) = — Zpl h’lpi
i=1

con p; = P(X = x;|I) representa la informacion faltante en nuestro modelo
respecto a X, y que ganarfamos al realizar observaciones de dicha variable,
mientras que la entropia relativa

Sx(Ip = I) = —/dep(x) In Ifo<(xx)) <0

donde

(X =x|I),
(X = x|Ip),

p(x) =P
po(x) :=P

cuantifica la diferencia en informacion faltante respecto a X entre los estados
de conocimiento Iy e I, donde Iy es el menos informativo de los dos. Recor-
demos que la entropia relativa —al igual que la divergencia de Kullback-
Leibler— es cero si y s6lo si p es igual a po.
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Distribuciones

Todas las compatibles
distribuciones con R
de probabilidad

Miéximo valor de S(Iy — I)

Méximo absoluto de S(Ip — I) compatible con R

Si desde un estado de conocimiento Ij inicial deseamos incluir una nueva

informacién R, deberiamos situarnos en un estado de conocimiento
I=LH AR

que incluya tanto la informacién en Iy como la contenida en R pero sin agre-
gar ninguna informacién extra, ya que de lo contrario estariamos introdu-
ciendo sesgos indeseados.

Luego buscamos el estado I compatible con R mas similar a I en cuan-
to a contenido de informacion, y de aqui se sigue que I es tal que minimiza la
divergencia de Kullback-Leibler Dk; (I]|Iy) o equivalentemente, maximiza la
entropia relativa Sx(Ip — I) dentro de la familia de estados compatibles con
R. A esta regla la denominaremos el principio de mdxima entropia.

Recuadro 10.1 — El principio de maxima entropia

Para un conjunto de variables X, la distribucién de probabilidad menos
sesgada P(X = x| R, Iy) que incluye como base cierta informacion Iy y
es compatible con una nueva informaciéon R es aquella funcién p(x)

que maximiza la entropia relativa

SI—)I:—/dx xlnp(x) 10.1
entre todas las funciones p(x) compatibles con R. Aqui se ha definido
po(x) := P(X = x|Ip).

Esta es una versiéon mds moderna del principio de maxima entropia, ori-
ginalmente enunciado por Edwin T. Jaynes (1957) en base a maximizar la
entropia de Shannon. En el esquema de la figura (10.1), la regién en violeta
representa los estados compatibles con R, el punto en rojo representa el esta-
do I'y el punto azul el estado I. De esta forma el punto rojo es el mas cercano
al azul dentro de la regién en violeta.

Figura 10.1: El principio de
maéxima entropia. La region
en violeta representa las dis-
tribuciones compatibles con
cierta informacién R, y den-
tro de ésta, el punto rojo in-
dica la distribucién de ma-
yor entropia relativa respec-
to a Ip (punto azul).
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Solucién general para variables discretas

10.1 — SOLUCION GENERAL PARA VARIABLES
DISCRETAS

Como primera aplicacién de este principio, consideremos una variable
discreta X € {x1,x2,...,x,}, para la cual tenemos un modelo inicial g; :=
P(x;|Ip) y queremos que nuestro modelo actualizado p; := P(x;|F, Iy) repro-

duzca el valor de la expectacion

n
)= Y. pif(x)=F. (10.2)
i=1
La entropia relativa es
S(lo—1)= Zplln[ } =38(p1,.--,pn) (10.3)

entendiendo I como Iy A F. Aqui los valores de g; estén fijos y luego la entro-
pia relativa es una funcién de los p;. Maximizaremos esta funcién respecto a

cada uno de los p; pero sujeto a la restriccién de normalizacién

n
Yopi=1, (10.4)
i=1
y a la restriccion sobre la expectacion de f dada en (10.2), la cual escribiremos

como

pr x;) = F. (10.5)

Para maximizar bajo restricciones emplearemos el método de los multi-
plicadores de Lagrange, con lo cual maximizamos libremente la funcién au-
mentada

n n
S’:zS—/\(Zpif(xi)—F>—y(Zpi—l> (10.6)
i=1 i=1
donde y y A son los multiplicadores de Lagrange que imponen las restriccio-
nes en (10.4) y (10.5), respectivamente. Como la derivada parcial de la entro-
pia relativa respecto a la k-ésima probabilidad es

dS
— = —(14+Inp, —Ingy), 10.7
e ( Pk qx) (10.7)
tenemos
88
- —(1+Inpy—Ingy) —Af(xx) —p=0parak=1,...,n, (10.8)
k

y luego despejando obtenemos
_ qiexp(=Af(xi))
: Z

donde ademds hemos definido por conveniencia la constante de normaliza-

paratodoi=1,...,n (10.9)

cion

Z=exp(p+1),
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que puede ser calculada como
Z =) qiexp(=Af(x:)) (10.10)
i=1

y es por tanto una funcién de A, que llamaremos la funcién particién. Final-

mente podemos escribir nuestra distribucién actualizada como

P(xi|I) = P(xﬁl@"W. (10.11)

El valor del multiplicador de Lagrange A es tal que consigue imponer
la restriccion, es decir, es el valor que asegura que (f), = F. Por lo tanto,

reconociendo que

n

(frr= Z (=Af(x)) f(x:) = — aa)\an(A) (10.12)

i=1

la ecuaciéon que determina el valor de A es

d
—5yInZ(A) =F. (10.13)

Las ecuaciones (10.11) y (10.13) forman la solucién general para el pro-
blema discreto de méxima entropia con una tnica restriccién. Notemos que
cuando A = 0 recuperamos P(x;|I) = P(x;|Ip) como debe ser, ya que en ese
caso el estado de conocimiento I coincide con Iy (no hay restricciones adicio-

nales a la de normalizacién).

Ejemplo 10.1.1. En un sitio de compras en linea es posible calificar a los productos

con puntajes que van desde una estrella (W) hasta cinco estrellas (Yo e Y e ).
El puntaje promedio histdrico se muestra en niimeros con un digito decimal, por

ejemplo 4.3. Si para un producto vemos que tiene puntaje promedio de 3.7, ;cudl es

la probabilidad de que haya obtenido dos estrellas o menos?

Solucion. Llamaremos n a la calificacion como niimero entero de estrellas, luego

n € {1,2,3,4,5}. El promedio conocido 1 = 3.7 lo denotaremos como ny, y entonces

pediremos que la expectacion de n reproduzca dicho promedio,
(1) = no. (10.14)
Usando la solucién general (10.11) con prior
P(n[ly) = % (10.15)

obtenemos

pp 1= P(n|ng, Ip) = expz(&;‘"), (10.16)

179



Solucién general para variables discretas

donde A es el multiplicador de Lagrange que impone la restriccion (10.14). Usamos
(10.13) en la forma

0
— 57 InZ(A) = . (10.17)
La funcién particion Z(A) puede calcularse como
5 5 .
Z(A) =Y exp(—An) = ) {exp(—A)}
n=1 n=1
=9+ 7 +7+q + 7, (10.18)
donde q := exp(—A). Como
d
% = —exp(—A) = -, (10.19)
tenemos 3Z(A
- ag\) =q+2¢*+3¢° +44* +5¢° (10.20)

y entonces q puede obtenerse como solucion de
G(1+29 434" +44° +54%) = nog(1 + g + 4> + 4° + ). (10.21)

Numéricamente, la vinica solucion real positiva es q=1.44825, que corresponde a
A=-0.370356. El valor de la funcién particion es Z=17.3536, y entonces las probabi-
lidades p1 y p2 son

p1 = — = 0.0834553, (10.22)

p2 = — = 0.120864. (10.23)

Luego la probabilidad de haber obtenido dos estrellas o menos de acuerdo a la
informacion (10.14) y el prior (10.15) es

p1 + p2 = 0.204319,

aproximadamente de un 20 %.

Podemos extender facilmente nuestra solucién al caso de m restricciones

de la forma
(f)p=F vparaj=1,..,m (10.24)

donde f1(X), ..., fmu(X) son funciones de X € {xy,...,x,}. Simplemente re-
emplazamos (10.6) por

S :ZS—iAJ- <fpijfj(xi) —F) —u (ipi—l> (10.25)
j=1 i=1 i=1

con lo que la condicién de extremo queda

E?;f =—(1+Inpy—Ing) — Y Ajfj(xx) —p=0parak =1,...,n, (10.26)
k j=1
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y finalmente obtenemos

P(xi|I) = P(Zx(ij\l)()) exp ( —~ i/\]’ fj(JCi)) (10.27)
iz

con A = (Ay,...,Ay) el vector de los multiplicadores de Lagrange y
n m
Z(A) =) P(xi| o) exp ( - A,»f]-(xi)> (10.28)
i=1 j=1

la funcién particién. Los valores de los multiplicadores de Lagrange A; se

obtienen del sistema de ecuaciones

a .
—ai\jlnz(/\) =F paraj=1,...,m. (10.29)

Ejemplo 10.1.2 (Razonamiento probabilistico). Consideremos un problema de
inferencia con las premisas

P(A|I) = 04, (R1)
P(A AB|I) = 0.26. (Ry)

¢Cudl es la probabilidad P(B|I)? ;Cudl es P(A V B|I)? Claramente no tenemos
informacion suficiente para determinar estas probabilidades usando las reglas de la
suma y el producto, sin embargo podemos usar el principio de mdxima entropia. En
primer lugar, convertimos las premisas a restricciones de tipo expectacion,

<Q(A>>I - 04, (Rl/)
(Q(A)Q(B)), = 0.26. (R

Liamando por simplicidad de notacién a :== Q(A) y b := Q(B), tenemos

exp(—Aa — pab)

P(a,b|I) = P(a,b|ly) Z00 1) ,

a,be{0,1} (10.30)

donde hemos considerado un prior plano

1

P(a,b|10) = 1,

equivalente a suponer que P(A|ly) = P(B|Iy) = 1y que A y B son independientes
bajo Iy. Bajo estas condiciones, la funcion particion estd dada por

11
Z(Au) =YY exp(—Aa— pab)

a=0b=0
=1+1+exp(—A—pu) +exp(—A)
=2+ exp(—A) [1+exp(—y)}, (10.31)
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y con ésta podemos fijar los pardmetros A y u mediante el sistema de ecuaciones

~ Oz ) = ~SPEN D repp] (10.32a)

oA 2+ exp(—A) [1+exp(—u)]
o p(-A-p) _
520 = 5 ey~ 26 (10.32b)

Resolviendo este sistema numéricamente, obtenemos A =0.76214 y p =-0.619039,
y con esto ahora podemos calcular P(B|I) como la expectacién

P(B|I) = (Q(B)),
1 1
— Y Y bP(a,b]I)

a=0b=0

1 1
= m ;)exp(—)\a — pa) (10.33)

= Z(/i,}l) <1 +exp(—A — y)),

B 1+exp(—A —u)
- 2+exp(—A) [1+exp(—A)]

Por otro lado, podemos calcular P(A \V B|I) como la expectacion

= 0.56.

P(AV B|I) = (Q(AVB)),

= Z(/%,M) [1-04+1-1+exp(—A)-14exp(—A —p)-1]
= 1+exp(—A) [1+exp(—u)] o7 H0ss

2+exp(—A) [1+exp(—pu)]
que precisamente coincide con la regla extendida de la suma,

P(A|I)+ P(B|I) — P(ANAB|I) =04+0.56 —0.26 = 0.7.
Notemos ademds que
P(A|I)P(B|I) = 0.4-0.56 = 0.224 # P(A A B|I),

luego el resultado de mdxima entropia nos dice que A y B dejan de ser independientes
luego de las restricciones (R1) y (R2).

10.2 — VARIABLES Y RESTRICCIONES CONTINUAS

En este punto podemos hacer dos tipos de generalizaciones de nuestra
solucion en (10.27), (10.28) y (10.29). El primer nivel de generalizacién es pro-
mover X a una variable continua, y esto lo podemos lograr tomando (10.27),

multiplicando a ambos lados por §(X — x;) y sumando en i,

ipié(X—xi):Z(l)i exp( ZA]f] xl) X —x;)

i=1 i

< p(X) = z(lA) exp ( - 1/\]-f]-(X)>q(X), (10.35)

M= "=
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con lo que obtenemos para una variable continua X la llamada familia expo-
nencial de distribuciones.

Definicién 10.1 — Familia exponencial de distribuciones

P(X = x|Iy

P(X=x|R, ) = Z(A))exp (— }i)w‘}(x)) (10.36)
j=

Los multiplicadores A; se obtienen de la misma manera que en (10.29),

d
— 87/\] InZ(A)=F paraj=1,...,m. (10.37)
Veamos a continuacién algunos ejemplos de distribuciones que pertene-
cen a la familia exponencial y que pueden ser recuperadas a partir del princi-

pio de méxima entropia. En primer lugar, consideremos una variable X > 0

tal que
(X), =10 (10.38)
Usando (10.36) con un prior P(X|@) « O(X) tenemos
_ _ 6
P(X =x|xg) = Z exp(—Ax) (10.39)
con .
© 1
Z() = /0 dx@ffexp(—Ax) = 1 (10.40)
Y ) dJ 1
asi que tenemos
O(x)
P(X = x|xg) = » exp(—x/xp) (10.42)
0

que es la distribucion exponencial X ~ Exp(1/xp). Si ademas de la restric-
cién en (10.38) incorporamos una restriccion nueva sobre la expectacion del

logaritmo de X, de forma que tenemos

(XD o1, = X0r (10.43a)
(In X>x0 L= Lo, (10.43b)
la solucién (10.36) queda como
O(x)
P(X = x|xg) = =——2—~exp(—A1x — Ay Inx), 10.44
( | 0) Z()\lr/\Z) P( 1 2 ) ( )

con
Z(M,Ap) = /Ooo dxexp(—Ai1x — AxInx)
= /OOO dx exp(—Aqx)x 2 (10.45)
= AIT(1 - A2)
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siA; > 0y Ay < 1. Definiendo k :=1— A, y 0 := 1/A; vemos que (10.44) es

la distribucién gamma,

exp(—x/60)xk1

P(X = xlk ) = O(x) =Frf o

(10.46)

esto es, X ~ Gamma(k, 6). Similarmente, si usamos como restricciones

<X>xo,(Ax)2 = X0, (10.47a)
(X =x0)%), (anp = (BX)%, (10.47b)
entonces se tiene
1
P(X = A= —— — — — x0)?
( x|A1, A7) 700 7a) exp(—A1x — Ax(x — x0)°)

= oy @0 (e[ 2 23420 )])

= Mexp( )\z(x— [xo—z);\lzD >

(10.48)
donde hemos definido una nueva constante de normalizacién
)\2
(A1, A2) = Z(A1, A2) exp <A1x0 — ﬁ> (10.49)

Esta constante puede calcularse de inmediato usando la integral gaussiana
en (12),

(A1, Ag) = / dxexp( Ao (x— [x0— );1]> ) = Aﬁz (10.50)

si A, > 0, y vemos que no depende de A;. Con (10.49) y (10.50) podemos
aplicar (10.37) para determinar los multiplicadores A1 y Ay. En primer lugar,

se tiene que
0

d Jd A
Xg = —TMIDZ(Al,Az) —M"F X — ﬁ (10.51)

por lo tanto A1 = 0, y vemos de inmediato en (10.49) que Z(A) = #(A2), con

lo que obtenemos

d 10 1
Ax)> = ———InZ(A :
( x) 8)\2 n ( 2) 28)\2 11’1)\2 2}\2 (10 52)
asi que finalmente
1 — 1
27 2(Ax)?

y podemos escribir nuestra distribucién como

P(X = x|xp, (Ax)?) =

e (AR o

que es la distribucién normal.
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El siguiente nivel de generalizacién es pasar de un namero m finito de
restricciones, con multiplicadores A = (Ay,...,A;) a un continuo de res-
tricciones parametrizadas por una coordenada t € [0,1], donde el vector de
multiplicadores de Lagrange es promovido a una funcién multiplicadora de
Lagrange, esto es,

Aj = A(tj) cont € [0,1].

Este paso al continuo podemos conseguirlo considerando el limite de la suma

en el argumento de la exponencial en (10.36) como

m
n?irloz)‘fff ) = lim A dt(St—t ]:ZlA
:/0 dt[nllgoloz(s (t—t) ]A(t)f(X;t) (10.54)

=pu(t)

- /O L atu(OAB FX D).

Sin pérdida de generalidad podemos redefinir A(f) como p(t)A(t) y por

lo tanto tenemos que la generalizacién de (10.36) es

P(X = x|R, Iy) = P(XZ[ xb) ( / dEA(t ) (10.55)

donde ahora Z[A] es el funcional de particion,

ZI\ :/_O;de(X_x]IO exp< / dtA(t ) (10.56)

La interpretacion del resultado en (10.55) es claramente la distribucién de

maxima entropia relativa sujeta al continuo de restricciones
(f(X;t)), = F(t)  paratodot € [0,1] (10.57)

que es precisamente la condicién que permite fijar la funcién multiplicadora

de Lagrange. Esta serd ahora obtenida como solucién de la ecuacién funcional

6

0] InZ[A] = F(t) para todo t € [0,1], (10.58)
donde la notacién
JY[x]
Sx(t)

representa la derivada funcional del funcional Y[x] en el punto t.
Es importante notar que los limites del pardmetro ¢ € [0, 1] son arbitrarios,
y en efecto nada importante cambia si simplemente los reemplazamos por

otros, digamos t € [a,b] o incluso t € R.
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Variables y restricciones continuas

Ejemplo 10.2.1. Sabemos que la densidad de probabilidad de la variable z = x? estd
dada por p(z). ;Cudl es la densidad de probabilidad menos sesgada de la variable x?
Solucion. Comenzamos escribiendo la restriccién sobre la densidad de probabilidad
como una expectacién conocida,

P(X*=z|R, Iy) = {6(X* — z)>RI0 =p(z) paratodoz >0,  (10.59)

y aplicamos la solucién de mdxima entropia (10.55) con funcion multiplicadora de
Lagrange A(z),

P(x|R, Ih) = x\lo exp< / dzA(z)d(x —z)>

- ;"[‘jf)exm M)

(10.60)

Ahora necesitamos determinar la funcion A(x?) imponiendo la restriccion en
(10.59) y para eso tenemos

p(Z) = <5(X2 - )>RI

exp(
= 27/ dJCP X|Io) (X —Z) (1061)
_ exp(—A(2))
lo que nos entrega
P(x|R, Iy) = P(x|Io) [ p() } (10.62)
+ o 0 o(x2) | :
Finalmente, la densidad previa de Z = X? puede calcularse como
© P(X = vz|l)
— dxP(x|I))6(x% — z) = 10.63
) dxPGl)O6? —2) = = (10.63
con lo que reemplazando en (10.62), obtenemos
P(x[R, Io) —M[z"p (’ﬂ — 2xp(x?) (10.64)
& Vit | T |

que es exactamente la solucion que obtendriamos transformando de acuerdo a (6.83),
ya que 2x es la derivada de la funcién x — x2. Alternativamente, podemos verificar
el resultado simplemente operando con expectaciones y la delta de Dirac,

Rl
= (2¢ [5 (X - x)] >7a,10 (10.65)
= (6(X - x)}R/IO

— P(x|R, Iy).
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10.3 — IDENTIDADES DIFERENCIALES PARA MODELOS
DE MAXIMA ENTROPIiA

Recordemos la definicién de familia exponencial en (10.36), que es nuestra

solucién general al problema de maxima entropia con m restricciones,

P(X =x|A D) = P(XZ(:/\Q)CHO)eXp (— il)\]f](x)>
j=

Desarrollamos su teorema de fluctuacién-disipacién para w = w(X,A)

como

aik<°">Mo:<§Z(> < oAy Al
<8Ak> < w(f(x +1“Z(A)>>MO (10.66)
<aAk> < ( f"Mo>> /

d
T InP(XIA, 10)>

=0fi Ao
para luego usar la propiedad
(wéf), = (dwdf), (10.67)
con lo que finalmente tenemos
d ow
m<w>A,Io = <a/\k>/\,10 - <5w5fk>A’IO . (10.68)

El caso particular con w igual a una de las funciones { f;} permite relacio-

nar derivadas de estas funciones con la matriz de covarianza,
d
871,<ﬂ>A,10 = —(8fibfi) 1, - (10.69)

Ahora desarrollemos el teorema de variables conjugadas para w = w(X).

Tenemos

<§ka>A,Io - —<wa§<klnP(X|A, 10)>MO

"
:ZA]< an>“0 <wa§(k1nP(X|Io)>A/IO,

]=

(10.70)

que podemos escribir en forma vectorial como

(V- w),  +(w-VInP(X|A, D)), =Y Aw-Vfi), . (10.71)
j=1

Esta identidad permite, en principio, escribir un sistema lineal de ecuacio-
nes para los multiplicadores {A;} escogiendo adecuadamente las funciones
de prueba {wj}, el cual podria ser més sencillo que resolver (10.37) directa-
mente.
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10.4 — ENTROPIA Y PRIORS NO INFORMATIVOS

Veremos una aplicacién del principio de méxima entropia para determi-
nar priors no informativos de los pardmetros de un modelo.

Supongamos un modelo P(x|8, M) = p(x;0). Queremos determinar P(6|M),
y para esto escribimos la probabilidad P(x|6, M) como una expectacion,

p(x;0) = P(x]6, M)

_ P(x,0[M)
~ P(8|M) (10.72)
_ (X =x)s(@—0))

(6(0—0))u

para todo 6 y todo x, la cual puede ser reescrita como

<5(@ —0) {5(X —Xx) — p(x;O)} >M =0  paratodo 6, x. (10.73)

Aplicando nuestra solucién en (10.55) con una funcién multiplicadora de

Lagrange A(6, x) tenemos

P(6, x|M) = P(;[’ﬂ]@) exp ([ ae'av (@, x50 - ) [5(x — ) ~ p(x;6)])
- P(;’[J/C\HQ)eXp (— A6, x) + /dx//\(Q, x’)p(x’;@))
_ W exp (~ A(6,x) + L(9)) (10.74)

donde hemos definido
L(6) == / dx' A (6, )p(x';6) = / dx'A(6,')P(x'|0,M) = (A), . (10.75)
Si ahora usamos la regla de marginalizacién para eliminar x, y factorizando
P(0,x|@) = P(68|@)P(x|0, @),

tenemos que la distribucién marginal para 6 es

P(O|M) = P(ZG[‘/\?) exp(L(0)) /dx’P(x’|9,®)exp(—/\(f),x'))
_P (Z@[‘}? ) exp(L(0))(6) (10.76)
con i
1(8) == / dx'P(x'|6, 2) exp(—A(6, %)) (10.77)

Ahora podemos escribir directamente la distribucion condicional P(x|6, M)
en términos de A(6, x) y u(6) como
P(0,x|M) P(x|6,2)exp(—A(0,x))

P(x|6, M) = M) = - 0) , (10.78)
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con lo que A(0, x) estd dado por

_ P(x|0, M)
A0, x) = —In [P(x]f),@) ] In (). (10.79)
Tomando expectacion a ambos lados en el estado de conocimiento (6, M)
tenemos
P(x|6, M)
L(6) = (Wop = { ~In | e | ~Inl®))
Mo P(x|6,2) o,M (10.80)

= Syjo(60) —Inp(0)

donde Sx‘g es la entropfa (relativa) condicional de la variable x dado 6. De

aqui se sigue que

exp(L(8))(6) = exp (S,0(6)), (10.81)
y reemplazando en (10.76) finalmente llegamos a la definicién del prior entro-
pico
1
P(6|M) = ZP(6|®)exp (Syjo(0)), (10.82)
con
7z = / dOP(6]2) exp (Syo(0)). (10.83)

La lectura inmediata de (10.82) es que, si P(0|@) es plano, el pardmetro
mads probable 6 es tal que maximiza la entropia condicional de x dado 6.

Ejemplo 10.4.1. Para X ~ Exp(A) y priors planos P(A, x|D) y P(A|2), determi-
nar una distribucion P(A|M) que incorpore el hecho de que A es el pardmetro de un
modelo exponencial.

Solucion. La entropia de X dado A es simplemente

Sqp(A) = ( ~In(Aexp(~AX))) =1-InA (10.84)

ya que (X), =1/, y se tiene

exp(Sya (V) o 1,

con lo que reemplazando en (10.82) tenemos simplemente

1

P(AIM) o -, (10.85)

que coincide con el prior de Jeffreys.

» Para ver detalles sobre la idea de priors entrépicos con tratamientos
ligeramente distintos, ver los articulos de Caticha y Preuss (2004) y de
Abe (2014).
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PROBLEMAS

Problema 10.1. Sea un dado de 6 caras, que en un promedio de muchos lanzamien-
tos obtiene 1 = 2.1. ;Cudl es la probabilidad de obtener un 6?

Problema 10.2. El promedio de notas finales de un curso es de x = 4.8. ;Cudl es
la probabilidad de que un alumno haya reprobado (nota menor o igual que 4.0)? No

descarte usar herramientas numéricas para llegar a su resultado.

Problema 10.3. En una bisqueda de un naufragio se estima que el navio perdido
estd dentro de un circulo de radio R = 30 km. Se estima que la distancia desde el
centro del circulo al navio naufragado a lo largo de un cierto eje (llamémoslo %), es de

aproximadamente xo =22 km.

(a) Plantee el modelo P(r,0|A), con A un multiplicador de Lagrange.

(b) Obtenga la funcion particién y encuentre el valor numeérico del multiplicador
de Lagrange A.

(c) ;Cudl es la probabilidad de que el navio esté en la coordenada (20% + 109) km?

Problema 10.4. Un rociador dispara gotas de agua verticalmente, con una velocidad
inicial vy desconocida (y de hecho variable en el tiempo, es decir, distinta para cada
lanzamiento). Sin embargo, se ha conseguido medir el promedio de la altura mdxi-
ma que alcanzan las gotas, dado por h. Recordando que la altura mdxima para un
lanzamiento estd dada por h(vg) = v3/2g, y considerando que vy nunca supera un

mdximo de Upay = /29H,
(a) Cudl es el mejor modelo P(vglh, I)?
(b) Cudl es el valor esperado de vy? Estd de acuerdo con su intuicion?

(c) Determine la incerteza sobre vy, dada por <((5vo)2>ﬁ ;- Como varia ésta con h?
Comente sobre por qué ésto debe ser asi.

Problema 10.5. Un colectivo puede llevar mdximo 4 pasajeros. Si la probabilidad
de que un colectivo en cierto recorrido lleve mds de 2 pasajeros es 0.6, ;Cudl es la
probabilidad de que un colectivo de ese recorrido pase completamente ocupado?

(o) = s

ordenamientos posibles para n pasajeros ubicdndose en los 4 asientos del colectivo.

Hint: Recuerde que hay
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CAPITULO 1 1

Procesos Estocasticos

Roads go ever ever on,

Under cloud and under star.

Yet feet that wandering have gone
Turn at last to home afar.

J. R. R. Tolkien, The Lord of the Rings

Llamaremos proceso estocdstico a una secuencia de variables desconocidas
Xo, X1, X>, ... donde X; serd interpretado como el estado de un sistema al tiem-
po discreto t. De esta forma, podemos asociar una distribucién de probabili-
dad instantdnea P(X; = x|I) a la variable X}, la cual nos entrega la probabili-
dad de estar en el estado x al tiempo ¢ en el estado de conocimiento I.

En términos simples, un proceso estocéstico es un modelo para cantidades
que cambian con el tiempo. Para una notaciéon mds compacta, representare-

mos la distribucién instantdnea de probabilidad como
pt(x) := P(X; = x|I). (11.1)

Nuestro objetivo es determinar la evolucién de la distribucién de pro-
babilidad p;(x) a partir de la distribucién inicial pg(x). Formalmente, dicha
evolucién siempre puede obtenerse usando la regla de marginalizacién,

P(X; =x'|I) =) P(X; = ', Xo = x0|])
X0
=Y P(Xo = xo|)P(X; = x'|Xp = x0,]) (11.2)
xo

que podemos escribir usando la notacién compacta como

or(x") =Y po(x0)Ki(x0 = &), (11.3)

X0

con lo cual vemos que siempre existe una transformacién lineal que conecta

dos tiempos, sin importar cuan alejados, cuyo kernel K; estd dado por

Ki(xg — x') = P(X; = x| X = x0, ). (11.4)
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Cadenas de Markov

11.1 — CADENAS DE MARKOV

Veremos ahora la que probablemente es la clase més importante de proce-
sos estocdsticos, las cadenas de Markov o modelos markovianos, para las cua-
les existen simplificaciones adicionales que hacen maés tratable el problema
de obtener K;.

Definiciéon 11.1 — Cadena de Markov

Un proceso estocastico constituye una cadena de Markov si se cumple
P(Xit1 = xk+1| X0 = x0,. .., Xp = x1, )

= P(Xi1 = %41/ Xx = ¢, I), (11.5)

es decir, la probabilidad de visitar un estado al instante k + 1 s6lo de-
pende del estado k, y no de instantes anteriores.

Podemos imaginar que el sistema, al decidir el préximo paso, no tiene me-
moria de los instantes anteriores al actual. Si esto se cumple, la probabilidad

de una trayectoria particular

(xg,xl,. . .,xN)

puede ser separada como

N-1
P(X():XO,...,XN:XN|I) Xo—xou HP i+1 :xiJrl]Xi:xi,I)
i=0

N-1
xo) [ [ Mi(xi = xit1) (11.6)
i=0

esto es, en la probabilidad del estado inicial pg y un producto de probabilidades
de transicion M;(a — b) definidas como

Mi(x = x') = P(Xp1 =X | X = x,1)

correspondiente a la probabilidad de encontrar al sistema en el estado x’ al
tiempo t + 1 dado que se encuentra en el estado x al tiempo t.
Al construir la probabilidad conjunta de X;,1 y X; dado I y usar la regla

de marginalizacién, podemos concluir que
P(Xpp1 =&'[I) =) P(Xp1 =&, Xy = x|])
X

=Y P(Xps1 =¥|X; = x, I)P(X; = x|I), (11.7)
X

es decir, en nuestra notacién abreviada,

pr41(x ZMt x = x')pr(x). (11.8)
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Esta igualdad es conocida en la literatura como la ecuaciéon de Chapman-
Kolmogorov, y corresponde a un caso particular de (11.3) conectando tiempos

contiguos t y t + 1. Si aplicamos (11.8) iterativamente podemos ver que

pr(x) = /dxpo(x) [/ dxy...dx; 1Mo(x — x1) ... My 1(x;1 — x')
= /dxpo(x)Kt(x — x') (11.9)

donde vemos que el kernel es la convolucién de las probabilidades de transi-

cién
Ki(x = x') = /dx1 codxg  Mo(x — x1) ... M1 (x4 — X)) (11.10)

En una situacién estacionaria, es decir, cuando la distribucién instanta-
nea p;(x) no depende de t y la podemos escribir como p*(x), la ecuacion de

Chapman-Kolmogorov se reduce a
p*(x) = ) Mi(x — x')p"(x), (11.11)
X

que podemos escribir de manera maés simétrica como

(X)) Mi(x' = x) =) Mi(x — x')p*(x), (11.12)

ya que se cumple que

Y Mi(a—b)=) P(Xp1=bXy=al)=1 (11.13)
b b

para todo estado inicial a. La condicién (11.12) es una condicién necesaria
para que p* sea una distribucion estacionaria dada una dinamica descrita por
M;. Una condicién suficiente —pero no necesaria— es la llamada condiciéon
de balance detallado,

o (X YMi(x' — x) = p* (x) My(x — X). (11.14)

11.1.1 La ecuacion maestra

Ahora veamos la forma diferencial de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.
Si tomamos (11.8) y formamos la diferencia py+1(x) — pt(x) en el lado izquier-

do, podemos escribir
or1(x) — pe(x) = —ps(x) + ) Mi(x' — x)pi(x')

= —0:(x) Y Mi(x — &) + Y Mi(«' — x)pi(x').  (11.15)

Cancelando entre ambas sumas del lado derecho el término x' = x, reem-

plazando t + 1 por t + At y dividiendo por At podemos escribir, sin pérdida
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de generalidad,
. /
XA (11.16)
M;(x' — x) , ’
R ) vl LC2
x'#£x
En el limite de tiempo continuo, es decir At — 0, (11.16) puede escribirse
como
ap(x;t)

=—p(x;t) Y Wilx = ')+ Y} Wi(x' = x)p(x';t). | (11.17)

ot x'#x x'#x

que es la famosa ecuacién maestra. Aqui hemos definido la tasa de transicion

Wi(a — b) como

Mi(a— b
Wila = b) := Aliﬁ‘et(m)-

» Para ver mds sobre la ecuacién maestra se recomienda el libro de
Zwanzig (2001) y el de van Kampen (2007).

11.1.2 La ecuacion de Fokker-Planck

Consideremos la ecuacién maestra para una variable continua X, en la forma

ap(ai; 2 —P(x;t)/dxlwt(x —x') +/dxlwt<xl — x)p(x;t),  (11.18)

y supongamos ahora que la tasa de transicion W;(x — x’) estd concentrada
en valores de x’ muy cercanos a x. Esto es esperable ya que representa transi-
ciones que ocurren en un intervalo de tiempo At — 0. Escribamos ahora las

tasas de transicién como

Wi(x — x')
Wi(x — x)

(x; —¢), (11.19a)

=w
= w(x —¢e) (11.19b)
con ¢ := x — x’ y donde el primer argumento de w indica la posicién inicial
mientras que el segundo indica el desplazamiento desde el punto inicial hasta
el punto final. Hemos supuesto ademas que W; no depende explicitamente

del tiempo t. Reescribimos entonces (11.18) como

aP(aﬁi}t) _ /ds( —p(xtw(x; —e) +w(x —ge)p(x —¢; t))’ (11.20)

y como ¢ es muy pequefio, procedemos a expandir hasta segundo orden en ¢
el segundo término de la sumatoria, tomdndolo como funcién de x — ¢,
d
plx —gt)w(x —ge) ~ p(x; t)w(x;e) — e~ (p(x;t)w(x;¢))

1o f : 11.21
+§e @(p(x, Jw(x;€)). (11.21)
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Si la tasa de transicion w(x; €) es simétrica, se tiene w(x;¢) = w(x; —¢) y
entonces (11.20) se reduce a

x 2
ap( H /de —eaa(p(x Hw(x;e)) + % zaaz(p(x;t)w(x;s))>
2

= _Eiax p(x;t)/desw(x;s) aaz( (x;t)= /dse w(x; s))

(11.22)
Definiendo
= /deew(x;s), (11.23a)
D(x) := ;/dsszw(x;s) (11.23b)
podemos escribir finalmente la ecuacion de Fokker-Planck,
%08 _ 2 (u(p(wit) + 2 (DEIp(xD). (11.24)

Veamos con un poco mas de detalle el significado de los coeficientes i (x)
y D(x). En primer lugar, regresando a la notacién completa la definicién de

p(x),
= /dx’ (x' — x)Wi(x — X')

- Algoﬁ/dx ¥ — ) P(Xpont = X' |Xe = x, 1), (11.25)
esto es,
P Xt+At - Xt
_ lim (A= & . 11.2
y(x) Aglo< At >Xf x,1 ( 6)

A la funcioén p(x) se le denomina el coeficiente de adveccién o de deriva
(en inglés drift coefficient). Por otro lado, se tiene para D(x)

/dx X)2Wi(x — x')

= A A /dx ' = 2 P(Xppar = ¥'[Xe = x, 1), (11.27)

que puede escribirse como

1
D(x) = 5 Jim 2 ((Keewe = X1°) (11.28)

y a esta funcion D(x) se le llama el coeficiente de difusion.

» Para todo el detalle sobre las multiples derivaciones y técnicas de
solucion de la ecuacion de Fokker-Planck, la referencia obligatoria es el
libro de Risken (1996).
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11.2 — CAMINATAS AL AZAR

Un objeto de estudio por excelencia donde se emplea el formalismo de
procesos estocésticos es el de las caminatas al azar (random walks en inglés),
donde un «sistema» descrito por un conjunto de coordenadas X describe un
movimiento erratico, producto del efecto de pequefios incrementos en direc-
ciones aleatorias. Tipicamente se consideran dos condiciones para clasificar
un proceso estocdstico como una caminata al azar, (a) los desplazamientos
no tienen una direccién privilegiada y (b) no existe correlacion entre la direc-
cién de un paso y la del paso siguiente. El primer tipo de caminatas al azar
es el historicamente llamado movimiento browniano™, que describiremos a

continuacién.

11.2.1 Movimiento browniano

Denominaremos movimiento browniano a una caminata al azar con des-
plazamientos «libres» en el espacio, esto es, sin un tamafio fijo y sin una direc-
cién privilegiada, tal que es descrito por el caso particular de la ecuacién de
Fokker-Planck (11.24) con p(x) = 0y D(x) = D una constante, denominada
la ecuacién de difusion,

ap(x;t) 0%0(x; t)

o =D (11.29)

Un ejemplo de movimiento browniano en una dimensién se muestra en

la Figura (11.1). Para resolver la ecuacién de difusién, es comun introducir la

transformada (1.207a) de la distribucion p(x; t) sobre la variable x,

p(k;t) := /_0:0 dx exp(ikx)p(x;t), (11.30)

con lo que se tiene

p(x;t) = % /j:o dkexp(—ikx)p(k; t). (11.31)

Figura 11.1: ~Movimiento
browniano en una dimen-
sion.

M En honor al bidlogo y boté-
nico Robert Brown, quien des-
cribi6é el movimiento erratico de
pequeias particulas suspendi-
das en agua.
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Reemplazando (11.31) en la ecuacién de difusién tenemos

p) © ) ~ 82 © ) e
a/_mdkexp(—mx)p(k,t) = D@ /_oodkexp(—1kx)p(k,t)

=-D /_oo dk exp(—ikx) exp(—ikx)k*p(k; )

(11.32)
con lo que ahora s6lo se necesita resolver la ecuacién diferencial de primer
orden 35k ¢

P E’)t, ) _ —DK*(k; 1), (11.33)

cuya solucién se obtiene directamente como
p(k; t) = p(k; 0) exp(—DK?t). (11.34)

De acuerdo al Teorema de convolucién, de inmediato sabemos que p(x; f)
serd la convolucion entre la probabilidad inicial p(x;0) y un nuevo kernel,
dado esencialmente por la transformada inversa de exp(—Dk?t). Para verlo

explicitamente, desarrollamos
p(x;t) / dk exp(—ikx)p(k; 0) exp(—Dk*t)
—/ dk exp(—ikx) [/ dx’ exp(ikx’)p(x';O)] exp(—Dk*t)
—/ dx'p(x’;0) [ / dk exp(—ik(x" — x) — Dk*t )]
= /_oo dx'p(x’;0)G(x" — x; ), (11.35)

donde hemos definido G(x’ — x; t) como

G(x' — x;1) / dkexp(—ik(x' — x) — DK2t)
1 (x' — x)?
= 5O ( - W)' (11.36)

Finalmente tenemos que la solucién general de la ecuacién de difusion
(11.29) es

p(x;t) = / dx’p(x';0) exp( (x—D;c)2> (11.37)

v4nD

En el caso en que el proceso de difusién comienza desde un valor ini-
cial Xy = xp conocido exactamente, tenemos p(x;0) = é(x — xp) y entonces
podemos escribir

2

exp (— (x;l;‘))), (11.38)

1
P(Xt:x|X0:x0,I): \/m

es decir, X; ~ N (xp,2Dt). Mas aun, usando (11.38) podemos entender la con-

volucién en (11.37) como la aplicacion de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov
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—que de hecho es simplemente la regla de marginalizacién— para eliminar

la informacioén del valor inicial xp, ya que reescribimos (11.37) como

P(X; =x|I) = /deP(XO = x0|I)P(X; = x|Xo = x0,I). (11.39)
Como la distribucién (11.38) es normal, se sigue de inmediato que
(Xt)g,_ypr = X0, (11.40a)
X; — Xo)? =2Dt, 11.40b
<( t — Xo) >X0:x0,l ( )

y si hacemos que t sea muy cercano a cero, podemos escribir

1
Z 1 2 = )
2 lim = ((X, — Xo) Vyns =D (11.41)

en completo acuerdo con (11.28). Ademds, confirmamos que y(x) = 0 ya que

1 1
p(x) = lim (X = Xo)y o =lim 5 ((Xe)y _, = %) =0.  (1142)

t—0
Una perspectiva alternativa —pero completamente equivalente del punto
de vista formal— consiste en tratar el movimiento browniano como la suma
de incrementos sucesivos (AX); de manera que
Xn = Xy + (AX) 1
= Xp—2+ (AX)n—2+ (AX)n—1
(11.43)

n—1
= Xo+ ) (AX),.
i=0
Notemos que aqui 7 no es un tiempo continuo como en el caso de la ecua-
cién de difusion sino es el ndmero de pasos de tiempo At, es decir,
= nAt

con At — 0. Si los incrementos AX son a su vez suficientemente pequefios y

tienen media cero, entonces

((AX)i), =0, (11.44)
((AX)7), = 0™ (11.45)

y se sigue que la distribucién de probabilidad para (AX), debe ser normal,

P((AX); = Ax|I) =

\ﬁ ( — %;2) 2) para todo i. (11.46)
a

Usando la definicion del coeficiente de difusién, podemos determinar el
valor de ¢ como

1 1 2
D = 7 lim K((me = X0)") x—at
1
(usando nAt) A 02At<( )i > (11.47)
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y ya que D es finito, debemos imponer que ¢> — 0 cuando At — 0, de forma
que
0?2 = 2DAt. (11.48)

Ahora, como X,, — Xj es una suma de variables normales, es a su vez una

variable normal con

(Xy — Xo), =n{AX), =0, (11.49)
((Xy — Xo)?), = no® = 2DAtn = 2Dt, (11.50)

y entonces se obtiene

P(Xt = x|X0 = Xo, I) =

exp (— M) (11.51)

1
VA Dt 4Dt

que coincide con (11.38). En d > 1 dimensiones, simplemente reemplazamos
(11.43) por

n—1
Xy = Xo+ )_(AX);, (11.52a)
i=0
con
(AX); = X; — X; 1. (11.52b)

Dado que las d componentes son independientes entre si, las propiedades
de los desplazamientos (AX); son

((AX);), =0, (11.53)

<(AX1-)2>I — do? = 24 DA (11.54)

Un ejemplo de movimiento browniano en dos dimensiones se muestra en
la Figura (11.2).

Figura 11.2: Movimiento
browniano en dos dimensio-
nes.
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Tenemos entonces que la distribucién de X; es el producto de las distri-
buciones por componente,

d 1 (ea - [x — x0))?
P(Xt:x’XO:xOIDIH{\/meXp(_4Dt0>}
1 1
= i P [ apy Ll b))
1 (x — x0)?
e d St —

y entonces podemos escribir el resultado como la distribucién normal multi-

variable

1 _ 2
(VarDt)l ¥ ( - (x4Dxt0) ) (11.56)

que tiene media p = xp y matriz de covarianza

P(Xt = x|X0 = Xy, I) =

%, = 2Dt8(i, j), (11.57)

proporcional a la identidad. Podemos obtener el desplazamiento cuadratico
medio simplemente derivando el logaritmo de la constante de normalizacién

respecto a t,

0 g d 1 R,
= In(VarDt)! = = = —4Dt2<(xt Xo) >1’ (11.58)
esto es,
(X — Xo)*), = 2dDt, (11.59)

que por supuesto coincide con la suma de n desplazamientos cuadraticos

individuales,

n—1
Y <(AXi)2>I = 2d DnAt = 2dDt. (11.60)
i=0

11.2.2 Caminata al azar en una red periddica

Sea rg la posicion inicial de un caminante en una red periédica, como se
ve en la Figura (11.3), y sea r; la posiciéon luego del paso i-ésimo. Considera-
remos el caso general para d dimensiones. Al igual que en el caso del movi-
miento browniano, al paso n para una realizacién particular de la caminata

la posicién 1, del caminante estard dada por

n

=10+ ) _(Ar);, (11.61)
i=1

donde el vector Ar; es el desplazamiento asociado al paso i-ésimo, el cual
ahora es una variable discreta, tomando uno de m posibles vectores que unen

los sitios de la red. Esto es, se tiene que Ar € {Ry,..., Ry, }.
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O O 0O 00 s sobre s cual se meve
oo o6 un caminante.

O O O O

O O O O

O O 0 0 0

Nos interesa la probabilidad P(r, = r|I) de que el caminante se encuentre

en el sitio r luego del paso n-ésimo, que calculamos como
P(ry =r|I) = (6(rn — 1)),

= ZP(AF1,~~ , Ary|1) <"O+ZAT —r)

{Ar} i=1

(11.62)

donde
Yo f(Ar,. . Ar) =) ) f(Ar,. L Ary)

{Ar} Arq Ary
para cualquier funcién f de los desplazamientos. Para poder avanzar en el

calculo, introduciremos a continuacién la funcion de estructura de una red.

Definicion 11.2 — Factor de estructura

Definimos el factor de estructura A(k) de una red peridédica como

A(k) := Y P(Ar|I) exp(ik - Ar)
Ar

- (11.63)
=) P(Ar = Rj|I) exp(ik - R;))
j=1

Dado que los desplazamientos en los distintos pasos son independientes

entre s, podemos separar

n
P(Ary, ..., Arg|I) = [ P(Ari|D), (11.64)
i=1

y usando la representacion (1.47) de la delta de Dirac, tenemos

P(ry=r|I)=)_ HP Ari|I)

{Ar} i=

1 . !
X [(Zn)d /dk exp ( —ik- (r—ro — ;(A;%))] (11.65)
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Separando la exponencial en sus factores, escribimos
P(r, =r|I) = /dkexp (r—ro) ZHP Ari|I) exp( Z( ))
{ar}i=1 j=

/dkexp (r—mr)) Y, HP(Ari|I) exp(ik - Ar;)
{Ar} i=1

(~ik- (r = 0)) ( X P(AP|T) exp(ik - Ar))n. (11.66)
Ar

por lo tanto, usando la definicién de A(k) finalmente llegamos a

P(ry, =r|I) = /dkexp k- (r—ry))A(k)". (11.67)

Notemos que esto no es més que la solucién del problema de suma de va-
riables por medio de Funciones caracteristicas, ya que A(k) es precisamente
la funcién caracteristica asociada a los desplazamientos Ar y buscamos la dis-
tribucién de la suma de dichos desplazamientos.

Podemos verificar esta solucién al considerar, para una dimensién, des-

plazamientos Ax ~ N(0,02) lo cual produce un factor de estructura

=) _P(Ax|I)exp(ikAx)

Ax
(Ax) ,
/ dx exp ( ) exp (ikAx)
202

v2ne ’ (11.68)

u .

(usando u = kAx) = \/Eak /_Oo du exp ( — W) exp(iu)
k*o?
=ep(-5),
el cual al reemplazarlo en (11.67) produce
2.2

P(X, =x|I) = / dk exp ( —ik(x — xp) — nkza )

(11.69)

_ 1 (x — x0)?

= xXpl\ = "%2 )
V2mno 2no

que coincide con (11.51) si sustituimos no? = 2Dt de acuerdo a (11.50). Mu-

chas veces para evaluar (11.67) es més facil considerar P(r, = #|I) como una

secuencia y construir su funcién generadora,

o)

2 (r, = r|I)Z" (11.70)

n=0

la cual se reduce a

F(zr) = (271t)d /dkexp (—ik-(r—mro)) ri)z”)\(k)”

i (11.71)
usando (13) = (271()01 /dk [exp (—ik-(r—mro))

1—zA(k)

donde hemos usado la serie geométrica en la segunda linea.
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30

251

201
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11.2.3 Caminatas al azar con tiempo continuo

En una caminata al azar con tiempo continuo se levanta la suposicién de
que los saltos se realizan a intervalos de tiempo fijos At, ahora considerando
estos intervalos como variables con distribuciéon P(At|I) pero siempre mante-
niendo la suposicién de que el caminante se encuentra inmdévil entre saltos, como
se ve en la Figura (11.4). El tiempo total T}, transcurrido luego de n pasos ya

no serd T,, = nAt sino

T, := f(At)i, (11.72)
i=1

mientras que, considerando por simplicidad el caso en una dimensién, la po-

sicion al paso 1 seguird siendo
n
Xy = x0+ )_(AX);. (11.73)
i=1

Ahora podemos preguntarnos por la probabilidad de que el caminante se

encuentre en la coordenada x al tiempo t < 0, que escribiremos
P(X(t) = x|I).

Como llegar a la coordenada x puede suceder antes del primer paso (si x =
Xp), o entre el primer y el segundo paso, o entre el segundo y el tercer paso y

asi sucesivamente, definiendo la proposicién
An(x,t) i= (X = x) A (Ty < t < Tup1) (11.74)
tendremos que

P(X(t) = x|I) = P(A1(x,£) V As(x, 1)V As(x, £) V... | D). (11.75)

Figura 11.4: Distintas rea-
lizaciones de una caminata
al azar de tiempo continuo.
Al tiempo t = 5 el caminante
llega a distintas posiciones y
completa un ntmero varia-
ble de saltos.
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Notando que las proposiciones A, son mutuamente excluyentes, y supo-
niendo que X, es independiente de T}, podemos escribir

P(X(t) = x|I) = ZP 2 (x, H)|I)
- (11.76)
Z (Xy = x|)P(T, <t < Tpya]l).

Nuevamente nuestro problema involucra sumas de variables, ahora in-
corporando T como una variable que se acumula en incrementos At. Defi-
niendo la funcién ¢ (s) como la transformada de Laplace'? de la distribucién
P(At =t|I),

¥(s) == (exp(—sAt)), = /Ooo dtexp(—st)P(At = t|I) (11.77)

vemos que para 7 intervalos de tiempo se cumple

(exp(—sTy)), = (exp (= é(At)i)>I =y(s)".  (1178)

Para resolver P(X(t) = t|I) dadas las distribuciones P(AX|I) y P(At|I)

expresamos la transformada en X y en T como

plk,s) = <exp(ik(X —Xx0) — ST)>1

_ / " dx 0°° dtP(X(t) = x|I) exp(ik(x — xo) — st)

—00

—00 0

- / dr [ dt Y P(Xy = x[I)P(T, <t < Ty 1|I) expl(ik(x — xo) — st)
n=0

— A(k)“/ dtP(T, < t < Tyen|I) exp(—st).
n=0 0

(11.79)

Aqui usamos la forma explicita de P(T, < t < T,11|I) como expectacion

de la funcién rectangular para evaluar
/ dtP(T, <t < Tysa|I) exp(—st)
0

= / dt (rect(t; Ty, Tyt1)) exp(—st)
0

) Esta funcion (s) correspon-

(o) .z
/ dt rect(t; T, Tn+1) exp(—st)> de a la funcién g.ene.radc.)ra de
0

< | momentos de la distribucién de
. (11.80) At
= < ( exp(—sT,) — exp(—sTnH)) >
1
s
4

I

/N
<=
—

(%))
N—
2
|
=
—
195
N—r
2
+
U
N———
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por lo que reemplazando en (11.79) finalmente tenemos

k) = A [P (1299

S

n=0 o) ) (11.81)
— (s
13) = .
usando (13) 5 1= A 9()
A este resultado se le conoce como la fé6rmula de Montroll-Weiss.
. _1—19(s) 1
<exp(1k(X —Xx9) — ST)>1 = s 1AM (11.82)

Una vez calculada f(k, s) como funciéon de k y de s, podemos recuperar la

informacién de la posicion X mediante

<(S(X _ X) exp(—ST)>I = / dk eXP(—lk(x - Xo))}?(k ) (11 83)
LoV [™ g ek - x)
Ak)(s)

» Para mads detalles sobre el formalismo de caminatas al azar, ver el ya
clasico libro de Hughes (1995) y el mds moderno de Klafter y Sokolov
(2011).

PROBLEMAS

Problema 11.1. Calcule, usando (11.71), la probabilidad de estar en el origen al paso
n para una caminata al azar en una red unidimensional de paso a, con

P(AX = a|l) = P(AX = —alI) =

Problema 11.2. Resuelva el problema de la caminata al azar en la red unidimensio-

nal de paso a = 1, directamente obteniendo la distribucion de X,, donde
Xiv1 = Xi+ (AX);

tal que (AX); € {-1,1} y P(AX = 1|I) = P(AX = —1|I) = L. ;Cudl es Ia
probabilidad de estar en el origen al paso n? Compare su solucion con la del Problema
11.1.
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CAPITULO 1 2

Simulacion Monte Carlo

Part of the inhumanity of the computer is that,
once it is competently programmed and working
smoothly, it is completely honest.

Isaac Asimov

Aunque hemos visto que las herramientas de la probabilidad y expec-
taciéon nos entregan en principio respuestas claras, no siempre es sencillo o
incluso viable obtenerlas en la préctica, muchas veces porque necesitamos
evaluar expresiones sin una forma analitica cerrada. Un ejemplo claro son las
integrales necesarias para evaluar distribuciones posteriores o distribuciones
predictivas. En estos casos bien podemos recurrir a aproximaciones de di-
chas soluciones, como por ejemplo el uso de la aproximacion de Laplace, o a
c6digos computacionales que implementan métodos numéricos de solucion.

Una clase muy importante dentro de estos métodos numéricos la cons-
tituyen los llamados métodos de simulacién Monte Carlo®, en los cuales
se emplean técnicas de generacion de niimeros pseudoaleatorios para evaluar
expectaciones por medio de la ley de los grandes ntimeros. Cuando deci-
mos nuimeros pseudoaleatorios nos referimos a que, a pesar de ser genera-
dos por un dispositivo determinista como es nuestro computador, para todos
los efectos es muy dificil —en la practica imposible- predecir sus valores. Un
computador digital genera una cadena o secuencia de enteros pseudoaleato-
rios (ro,71,72,...) comenzando a partir de una semilla ry que debe ser pro-
porcionada, y tal que la secuencia completa es una funcién determinista de
dicha semilla, esto es, la misma semilla siempre producira la misma secuen-
cia. Un ejemplo sencillo de generador de ntimeros enteros pseudoaleatorios
es una familia de algoritmos denominados generadores lineales congruentes,

donde la secuencia estd dada por una relacion de recurrencia de la forma
tut1 = (ary +c) mod m (12.1)

con m es un entero muy grande, y donde a y ¢ son enteros no negativos me-

nores que m, de forma que 0 < r; < m.
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Generacion de eventos con probabilidades dadas

0.0-
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Por ejemplo, el lenguaje de programacién C usa

m =231, (12.2a)
a = 1103515245, (12.2b)
c = 12345. (12.2¢)

Un buen generador de ntiimeros pseudoaleatorios estd disefiado para te-
ner una distribucién uniforme de frecuencias de sus valores posibles. En el
caso de (12.1) con los valores en (12.2) esto mayormente se cumple. Usando
estos niimeros pseudoaleatorios enteros es posible generar niimeros pseudo-
aleatorios uniformes X ~ U(0, 1) simplemente a través de

X, = 1, (12.3)

m
como se muestra en la Figura (12.1), y para tener una precisiéon adecuada (32
bits en este caso) en el valor X, generado es importante que el valor de m sea

suficientemente grande.

» Para conocer los detalles computacionales acerca de la generaciéon
de ntimeros pseudoaleatorios, incluyendo las técnicas mas modernas
se recomienda el libro Numerical Recipes 3rd Edition: The Art of Scientific
Computing (Press, Teukolsky, Vetterling y Flannery 2007).

12.1 — GENERACION DE EVENTOS CON
PROBABILIDADES DADAS

Supongamos que queremos simular el lanzamiento de una moneda, o de
un dado, o una caminata al azar, entre muchos otros ejemplos. Para ello ne-
cesitaremos que nuestro programa computacional decida entre distintas op-
ciones Ay, Ay, ..., A, donde P(A;|I) = p;. ;{Coémo conseguimos esto?

Figura 12.1: Histograma
de un millén de ndmeros
pseudoaleatorios uniformes
en [0,1) generados usando
(12.1) y (12.2).
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En primer lugar, veamos el caso donde existen sélo dos opciones, A y
—A, con P(A|I) = p € [0,1]. Un fragmento de c6digo sencillo en Python
para generar una secuencia de n eventos de este tipo es el siguiente, donde
random() es la funcién en Python que devuelve un niimero pseudoaleatorio
uniforme en [0,1).

Programa 12.1 — Generacién de eventos con probabilidad p
La funcién EscogerEvento recibe un niamero p entre 0 y 1, para luego
retornar 1 con probabilidad p y 0 con probabilidad 1 — p.

from random import random

def EscogerEvento(p):
r = random()
if r < p: return 1
else: return 0

En términos simples, el evento sélo se activa si al «sacar» el nimero de
U(0,1), éste resulta ser menor que p, de forma que si p — 0 mas dificil es rea-
lizarlo, y por el contrario cuando p — 1 practicamente todos los niimeros de
U(0,1) serdn menores que p, y el evento se activard practicamente siempre.
Este procedimiento asegura que el evento ocurre con frecuencia igual a p.

Ahora generalicemos para el caso con n opciones Ay, A, ..., A, donde
P(A;|I) = p; tal que Y ; p; = 1. Usando la misma regla anterior, en este
caso el algoritmo va haciendo comparaciones sucesivas hasta que una de ellas

tiene éxito.

from random import random

def EscogerEvento(p):
r = random()
if r < p[0]: return 0
elif r - p[0] < p[1]: return 1
elif r - p[0] - p[1] < p[2]: return 2

elif r - sum(p[i] for i in range(n-3)) < p[n-2]: return (n-2)
else: return (n-1)

Importante: Notemos que en el c6digo anterior los elementos del
arreglo p comienzan desde cero, y luego p; corresponde a p[@],
p2 ap[1],y asi sucesivamente.

De fallar la primera comparacién (que activaria el evento A;) se despla-

za el punto inicial de la comparacién, que originalmente seria cero, para que
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ahora sea v — p1, de forma que éste se compara con p;. Si esta nueva compa-
racion falla, se compara r — p; — p3 con p3, y asi sucesivamente hasta que en
altimo caso ocurre el evento A,. Este procedimiento asegura que los eventos
se producen con las frecuencias correspondientes a las probabilidades dadas.
Una manera maés elegante de escribir el mismo procedimiento utiliza un ciclo
for, para asi extender el algoritmo a n arbitrariamente grande (dentro de las

capacidades de tiempo de cémputo, por supuesto).

Programa 12.2 — Generacién de eventos con probabilidades dadas

from random import random

def EscogerEvento(p):
r = random()
n = len(p)
for k in range(n):
if r < p[k]: return k
else: r = r - pl[k]

12.2 — METODO DE LA ACEPTACION Y RECHAZO

El método de la aceptacion y rechazo es un método para generar niimeros
pseudoaleatorios para una variable discreta o continua X ~ I dada la distri-
bucién de probabilidad P(X = x|I) = p(x), y que se basa en el procedimiento

descrito en el programa (12.1).

Programa 12.3 — Método de aceptacion y rechazo

from random import random

def GeneraMuestras(N, a, b, p, po):
muestras = list()
while len(muestras) < N:
x = (b-a)*random() + a
r = random()
if r+«p0 < p(x): muestras.append(x)
return muestras

Si denominamos py al valor méximo de p(x), entonces podemos formu-
lar el método de aceptacion y rechazo como sigue. En primer lugar, escoge-
mos desde una distribucién uniforme un valor de x, el cual serd aceptado
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o rechazado segun el siguiente criterio: si un namero r ~ U(0, 1) es tal que
- po < p(x), entonces x es aceptado, de otra forma x es rechazado y se inten-
ta un nuevo valor de x.

Este procedimiento, que se detalla en el Programa (12.3) y graficamente
en la Figura (12.2), asegura que las muestras aceptadas son producidas con

una frecuencia que coincide con p(x).

12.3 — ALGORITMO DE METROPOLIS

Si quisiéramos extender la idea del método de aceptacién y rechazo a més
dimensiones, en principio esto es inmediato: simplemente generamos pro-
puestas x tal que

r-po < P(X = x|I),

sin embargo el problema es uno de eficiencia numérica. Dado que, si esta-
mos en n dimensiones, debemos generar muestras en un hipercubo de vo-
lumen L" —donde L = b — a era el largo del intervalo para el caso en una
dimensién— y entre ellas seleccionar las que «caen» bajo la distribucién (co-
mo la muestra en verde de la Figura (12.2)), y la fraccién de muestras acepta-
das f, va como

Fu (ﬂ)", (12.4)

Lpo

con A, < Lpoy, se sigue que para n muy grande la fraccién f, va rapidamente
a cero. Por ejemplo, si A, ~ %Lpo, entonces para n = 10 tendriamos

fu~17-107°,

esto es, para conseguir un punto aceptado deberiamos intentar més de 59 mil
veces. Para n = 100 js6lo 1 puntos por cada 10¥ intentos serian aceptados!

Figura 12.2: Método de la
aceptacion y rechazo. En es-
te ejemplo, la muestra x =
5 (verde) es aceptada, mien-
tras que x = 10 (rojo) resulta
rechazada.

210



Algoritmo de Metropolis

A este fenémeno se le denomina la maldicion de la dimensionalidad: la di-
ficultad de muestrear un espacio aumenta exponencialmente con el niimero
de dimensiones. Una solucién a este problema se conoce como el algoritmo
de Metropolis, y se basa en la construccion de una cadena de Markov tal que
en su estado estacionario las frecuencias de los estados x visitados por ésta se

aproximan a la probabilidad
p(x) = P(X = x|I)

deseada.
El algoritmo de Metropolis consiste en la propuesta sucesiva de estados

xit1 = x;i + (Bx); (12.5)
a partir de un estado inicial o «semilla» xy, propuestas que son aceptadas con

la siguiente probabilidad.

Definiciéon 12.1 — Tasa de aceptaciéon de Metropolis

Ap(x — &) := min <1, Z((J;/;) . (12.6)

Esta tasa de aceptacién implica que una movida es aceptada de inmediato
si p(x’) > p(x), es decir cuando el sistema salta hacia un estado mas probable
que el actual, mientras que es aceptada condicionalmente en caso contrario, de
acuerdo al valor de la razén p(x') / p(x).

El algoritmo de Metropolis en su version original supone que los despla-
zamientos Ax son elegidos de manera uniforme, tipicamente con cada com-
ponente &; - Ax generada a partir de una distribucién uniforme U(a;, b;). Una
descripcién en pseudocéddigo del algoritmo de Metropolis se da a continua-

cion.

Importante: En cada paso se guarda el estado actual, sea acepta-
da o rechazada la propuesta. En el caso de una propuesta recha-
zada, el valor guardado serd idéntico al anterior estado guardado.
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Algoritmo de Metropolis

Programa 12.4 — Algoritmo de Metropolis

1t x < xp
2: repetir
3: Proponer un cambio Ax desde una distribucién uniforme
4 X x4+ A
5 si p(x’) > p(x) entonces
6: se acepta la propuesta
7: de otra formasir < p(x’)/p(x) conr ~ U(0, 1) entonces
8: se acepta la propuesta
9: de otra forma
10: se rechaza la propuesta
11: fin si
12: si la propuesta fue aceptada entonces
13: x < x
14: fin si
15: Guardar la muestra x

16: hasta tener suficientes muestras

Una implementacién abstracta del algoritmo de Metropolis se muestra en

el Programa (12.5).

Programa 12.5 — Algoritmo de Metropolis

La funcién Metropolis recibe tres argumentos: el estado semilla x0, el
nuimero N de pasos a simular, y la funcién P que asigna probabilidades
a cada estado. También necesita la funcién Cambio, que toma un estado
y devuelve otro modificado ligeramente.

def Metropolis(x@, N, P):

X = X0
p = P(x)
for paso in range(N):
newx = Cambio (x)
newp = P(newx)
if newp > p: aceptar = True
elif random() < (newp/p): aceptar = True
else: aceptar = False

if aceptar:

X = newx
p = newp
yield x
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Algoritmo de Metropolis

¢ Por qué funciona el algoritmo de Metropolis?
Recordemos la probabilidad de transicién para una cadena de Markov,
Mi(x — x') = P(X;11 = X' |X; = x,1).

En nuestro caso, se deben pasar dos etapas para que ocurra la transicién: en
primer lugar, la transicion de x a x’ debe ser propuesta, y luego debe también
ser aceptada. Si llamamos G(x’;x) a la probabilidad de proponer un salto
hacia x’ cuando se estd en x, se tendra

Mi(x — x') = G(¥;x)A(x — x') (12.7)
que se reduce a
M;(x — x') = Gy - min (1, p(x’)) , (12.8)
p(x)

donde Gy = G(x; x) representa la probabilidad (uniforme) de propuestas.
Entonces, la condiciéon de distribucién estacionaria para p es, de acuerdo a
(11.12),

p(x) ;/Gﬁ min <1, };((i))> = ;% min (1, 5((:/))> p(x'). (12.9)

Distribuyendo los factores p al interior de la operacion min(1,q), tenemos
Y _min (p(x), p(x')) =) min (p(x'), p(x)), (12.10)
x! x!

igualdad que es claramente cierta ya que min(a,b) = min(b,a) para todo
a,b. Luego la tasa de transicion de Metropolis asegura que, de existir una
distribucién estacionaria, ésta debe corresponder a p(x).

Una generalizacion: Metropolis-Hastings

Enla variante del algoritmo de Metropolis introducida por Hastings (1970),
conocida como el algoritmo de Metropolis-Hastings, se proponen cambios

Ax =x —x

a partir de x ya no de manera equiprobable sino que de acuerdo a una distri-

bucién de probabilidad
P((AX); =z|X;=x,1) == G(z+x;x), (12.11)

En este caso, la forma correcta de la probabilidad de aceptacion para cumplir
con (12.7) es la siguiente.

Definiciéon 12.2 — Tasa de aceptaciéon de Metropolis-Hastings
NGl x!
Apmp(x — ¥') := min (1, W) . (12.12)

p(x) - G(x;x)
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Algoritmo de Gibbs

Es facil ver por qué, siguiendo la misma idea que en el caso de Metropolis.
Escribimos la condicién de distribucion estacionaria como

> p(x'). (12.13)
Distribuyendo los factores G y p al interior de la operacién min(1, g) se tiene

Y min (p(x)G(x’;x), p(x')G(x; %))
x/
=Y min (p(x')G(x;x), p(x)G(x';x)), (12.14)
igualdad que nuevamente es cierta ya que min(a,b) = min(b,a) para todo
a,b. Por supuesto, el caso con G constante recupera el algoritmo de Metropo-
lis original.
12.4 — ALGORITMO DE GIBBS

Supongamos que se desea muestrear una distribucién conjunta P(X, Y|I)
donde se conoce P(X|Y,I)y P(Y|X,I) por separado y estas distribuciones
condicionales son féciles de muestrear. Entonces, para la propuesta

(xi,yi) = (%, Yis1),

donde modificamos y manteniendo x, escribimos la probabilidad de acepta-
cién de Metropolis-Hastings como

) P(x;, yi1|1)G(xi, yi; Xi, Yiv1) >
A Xi, Yi) — (X, Vi = min 1,
((xir i) = (%irisa)) ( P(x;, yil1)G(xi, Yit1; Xi, Yi)
. P(yig1|xi, I)G(xi, Yis Xi, Yig1) )
=min ( 1, , (12.15
< P(yilxi, I)G(xi, Yis1; Xi, Vi) ( )

donde hemos cancelado P(x;|I). Aqui podemos ver inmediatamente que, si
elegimos G(x,y’; x,y) para cambios en y manteniendo x de acuerdo a

G(x,y;%,y) = P(y'|x, 1), (12.16)

entonces A((x;,y;) — (%, ¥i+1)) = min(1,1) = 1, es decir, tendremos una
tasa de aceptacion del 100 %. Esto es una ventaja muy importante del punto
de vista de la eficiencia ya que, a diferencia de la implementacién usual de
Metropolis-Hastings, no se desperdicia ninguna propuesta. De la misma ma-

nera, para una propuesta

(xi,yi) = (Xit1,¥i),
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Algoritmo de Gibbs

donde modificamos x manteniendo y, nos conviene usar la probabilidad de
propuesta G(x',y; x,y) dada por

G(x',y;x,y) = P(x'|y, 1), (12.17)

En resumen, podemos escribir el algoritmo de Gibbs mediante el siguiente

pseudocodigo.

Programa 12.6 — Algoritmo de Gibbs

= (%,y) < (x0,%0)
i+ 0
: repetir

Elegir x; 1 desde la distribucion P(x|y;1, ).
i<+ i+1

1
2
3
4:  Elegir y; 1 desde la distribucién P(y|x;, I).
8
6
7: hasta tener suficientes muestras

Notemos que como siempre se eligen las variables x e y de distribucio-
nes condicionales, es perfectamente posible hacerlo mediante el método de
aceptacion y rechazo sin caer en la maldicién de la dimensionalidad.

A continuacién se muestra, en el Programa (12.7), la implementacion abs-
tracta del algoritmo de Gibbs. En este codigo la funciéon Elegir toma una dis-
tribucién como argumento y devuelve un ntimero pseudoaleatorio de acuer-
do a esa distribucién, y es esta funcién la que puede ser implementada usan-

do el método de la aceptacion y rechazo.

Programa 12.7 — Algoritmo de Gibbs

La funcién Gibbs recibe como argumentos las semillas x0, y0 y las dis-
tribuciones condicionales pxy y pyx, correspondientes a P(X|Y,I) y a
P(Y|X,I), respectivamente.

def Gibbs(x0, yo0, pxy, pyx):

X = x0
y = yo
i=20

while i < N:
y = Elegir(lambda z: pyx(z, x))
x = Elegir(lambda z: pxy(z, y))
i=1+1

yield (x, y)
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Algoritmo de Gibbs

» Sobre la aplicacion de los algoritmos de Metropolis, Metropolis-
Hastings y Gibbs la referencia obligada es el libro Bayesian Data Analy-
sis (Gelman, Carlin, Stern, Dunson, Vehtari y Rubin 2013), ademés del

libro de Gamerman y Lopes (2006).
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Algunas definiciones utiles

DISTRIBUCION UNIFORME

Una variable real X € [a, ] sigue una distribucion uniforme si
P(X = x|a,b) = rect(x;a,Db). (1)
La notacién estandar es X ~ U(a, b).

DISTRIBUCION GAMMA

Una variable real no negativa X > 0 sigue una distribuciéon gamma si

_ k—1
P(X = x|k,0) = eXp(r(%ggx : 2)

La notacién estandar es X ~ Gamma(k, 0).

DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Una variable real no negativa X > 0 sigue una distribucién exponencial
si
P(X = x|A) = Aexp(—Ax). 3)

La notacion estandar es X ~ Exp(A).

DISTRIBUCION DE POISSON

Una variable entera k > 0 sigue una distribucién de Poisson si

_ k
P(k|A) = eXp(k!)‘))‘. (4)

La notacion estandar es k ~ Pois(A).

DISTRIBUCION LOGNORMAL

Una variable real no negativa X > 0 sigue una distribucién lognormal

exp (— 2217, 5)

202

si

P(X =x|p,0o) =
2710 x

La notacién estdndar es X ~ LogNorm (u, o?).
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Algunas definiciones ttiles

DISTRIBUCION NORMAL

Una variable real X € R sigue una distribucién normal si

_ )2
P(X:x|y,0):\/217m7exp<—(xz(ﬂm>. (6)

La notacién estandar es X ~ N (u, 02).

DISTRIBUCION BETA

Una variable real X € [0, 1] sigue una distribucion beta si

x4 11— x)P1

P(X =x|a B) = B(a,B)

@)

La notacién estandar es X ~ Beta(«, ).

DISTRIBUCION BINOMIAL

Una variable entera 0 < k < n sigue una distribucién binomial si

n .
P(kin,p) = () - prrt ®
La notacion estandar es k ~ Bin(n, p).

FUERZA BRUTA

Método de solucién de un problema que consiste en barrer las posibles
soluciones una a una hasta dar con la correcta.

FUNCION CONVEXA

Una funcién con derivada monétonamente creciente, es decir, segunda

derivada positiva en todos lados.

INTEGRACION POR PARTES

Método de integraciéon que utiliza la identidad

/ﬂbdvu:(uv)[i—/ubduv. )

INTEGRAL TIPO GAMMA INVERSA

') A —1 —n
/O doexp ( - @>(F” - 2<"—3)/2r(”T)A]T. (10)
INTEGRAL GAUSSIANA MULTIDIMENSIONAL

Para una matriz invertible A de n x n se tiene

/ dxexp (— %xTAx) = (<:12e73: (11)
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Algunas definiciones ttiles

INTEGRAL GAUSSIANA

Para todo A > 0 se tiene

/oo dxexp (— Ax?) = \/Z (12)

REGLA MNEMOTECNICA

Regla visual, de lenguaje o simbdlica que nos sirve como pista para

ayudarnos a recordar una pieza de informacién.

SEMANTICA

Un significado particular asignado a un simbolo o a una palabra.

SERIE GEOMETRICA

i 1
ngaz” =1, par lz| < 1. (13)
SUMA DE RIEMANN
n b
lim Y A, f(x;) = / dxf(x), (14)
n—o0 i—1 a
. b—
conx; =a+ (i—1)A,, yA, = a‘
n—1
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
/de-w:/ dsn- w. (15)
0 20
TEOREMA DEL BINOMIO
n - N\ kin—k
a+b)" = a“v" ", 16
@by =3 (}) (16)
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