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Sistemas no térmicos

Muchos sistemas (e]j. plasmas de laboratorio y espaciales) no siguen las
predicciones de la termodinamica en equilibrio.

Ejemplo: la velocidad de una particula deberia seguir la distribucion de
Maxwell-Boltzmann (canénica),

P(v|m,T) = (\/27TkBT/m)3exp ( _m

2
)

y esto no se cumple.

[ ¢ Cémo podemos asignar temperatura a este tipo de sistemas? ]
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Los modelos tradicionales en Mecanica Estadistica

Pensemos en un sistema con grados de libertad I'. Para fijar ideas,
supongamos

donde enestecaso I := (ry,...,”N,P1,---,PN)-

— BH(T O(H(T)—E
rrip) = 22 BHD) o L) ey = S o)
modelo candnico modelo microcanénico

= /dl" exp (— BH(T))

(fun.C|on particién) (E) " JOE
- / dr §(H(T) — E) S(E) := kg InQ(E)

(densidad de estados)
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Otros modelos: el modelo gaussiano

El modelo gaussiano se define por

oy P (oD —A(H(T) — Eo)Y)

con A > 0. Describe un sistema rodeado por un entorno finito.

P(T|A, Bo, Eo) =

Envlro;ment A — 0 : Candnico con B = By
A — oo : Microcanénico con E = E

M. S. S. Challa, J. H. Hetherington. Phys. Rev. Lett. 60, 77-80 (1988).
D. Suzuki, D. Suzuki, S. Miura. J. Phys. Soc. Japan 91, 044006 (2022).
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Otros modelos: el modelo gaussiano

Gas ideal con N = 12 particulas, fg =2, Eg = 1.
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Otros modelos: el modelo g-canonico

El modelo g-canonico se define por

P(Tla o) = s [1+ (g = DRoH(T)|

o

1]

-2 %
._ _ =

N exp, (x) := [1 + (1 q)x}+

—41 ---- g =1 (Maxwelliana)

Tn lim exp, (x) = exp(x)
|7/ 1. \ i =
= e o1 P
-61 / — g=14 \
-4 -2 0 2 4

Vemos que se reduce al modelo canénico con g = B cuando g — 1.

C. Tsallis. Introduction to nonextensive statistical mechanics (2009).

J. Naudts. Generalised thermostatistics (2011).
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Modelo g-candnico desde la estadistica de Tsallis

Estadistica “no extensiva” de Tsallis:

Maximiza bajo restricciones una entropia generalizada S, que generaliza a
la de Boltzmann-Gibbs, y depende de un nuevo pardmetro g4.

Boltzmann-Gibbs Tsallis

= — Jdr p(T) Inp(T) Sq 1= q%l(l—fdfp(F)‘?)

[dIp(T)H(T) =E W E
P(T|B) = 7z exp(~pH(T)) | P(T|B,q) = Zq} y (1= —q)BH(T)];"

Algunas criticas:

« Maximizar S, introduce sesgos en las distribuciones optimas
« Es necesario redefinir el concepto de valor esperado
« El parametro g es introducido como un ajuste ad hoc

S. Pressé, K. Ghosh, J. Lee, K. A. Dill. Phys. Rev. Lett. 111, 180604 (2013).
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Otros modelos: el modelo g-canonico

Gas ideal con N = 12 particulas, By = 2
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Modelos estacionarios: una definicion

Un estado estacionario S sera tal que, en él, la energia sigue una
distribucién P(E|S) conocida, y ésta es independiente del tiempo.

En un modelo estacionario, P(T'|S) depende de T a través de H(T),

[ P(T|S) = p(H(1);5) |

donde p es la funcion de ensemble. Ademas se cumple que

P(E|S) = p(E; S)Q)(E). (2)

exp (— BH(T))

prp) = TR~ peElp - B P ae
p(rieg) = OB pieigg = 2B oy = oz - o)
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Temperatura en modelos estacionarios

Recordemos nuestra definicién de modelo estacionario,

P(T|S) = p(H(T);S). 3)

[ ¢ Como definir temperatura en esta clase general de modelos? ]

Un punto de partida es la definicion de temperatura microcanonica,

1 aS(E)
T(E) = oF @

con S(E) = kgIn Q)(E) la entropia de Boltzmann. Dividiendo (4) por kg
podemos definir la temperatura inversa microcandnica como

Ba(E) := % InQ(E)

Esta funcién solo depende de la forma de H, ya que depende de Q).
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Temperatura en modelos estacionarios

En el modelo microcandnico, por supuesto se tiene
(Bade, = [ dEP(EIE)Pa(E) = [ dES(E - Eo)BalE) = Pa(E).  (5)
Veamos cual es el valor esperado de B (E) en el modelo canénico:

— /OoodEp(Elﬁ)ﬁo(E) > /OoodE {@(p(_ﬁE)Q(E)] %an(E)

Z(p)
0Q)(E) . 1%
g = (integracion por partes)

1 [e9)
= m/o dE exp(—BE)

0

=Z(B)

jEn ambos casos se tiene que el valor esperado
de B coincide con la temperatura inversa!
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Una definicion general de temperatura

En un modelo estacionario cualquiera, tendremos
Bsi=(Ba)s = | 4EPEIS)Pa(E )
_/ dE p(E; $)Q) ) — InO(E)

_/ dEpES) (E)

W e ) = (6o,

donde hemos definido la temperatura inversa fundamental,

= (integracién por partes)

[ﬁF<E;s>: -2 mpE:s) |

Esta funcion s6lo depende de la forma del modelo, es decir, de p.

S. Davis. AIP Conf. Proc. 2731, 030006 (2023).
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Temperatura fundamental: Algunos ejemplos

{ Br(E;S) := —a%lnp(E,'S) ’ estalque Bs:= <,BQ>S = <,3F>S

Modelo Parametros S Funcién Br(E; S) Tipo de funcién
Canonico Bo Bo Constante
Microcandnico Ey No existe No existe
Gaussiano A, Bo, Eg Bo + 2A(E — Ey) Lineal
g-Candnico Bo, q Bo(1+ (9 —1)BoE) - Inversa

[ Existe una relacién uno a uno entre p(E; S) y Br(E; S)
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Invariantes en estados estacionarios

P(T4,T3|S) = p(Ha(Ta) + Hp(Ts)) (6)

Environment
B
6.— 5
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Superestadistica: una clase de modelos estacionarios

Superestadistica considera  como una variable
aleatoria con su propia distribuciéon P(B|S).

Es decir, pasamos del modelo canénico, donde
exp (— pH(T))

P(r|.B) = Z(ﬁ) (7)
a un modelo ampliado donde a I se agrega 5 como variable, asi
P(T, B|S) = P(B|S)P(T|B). (8)

Un modelo superestadistico es un modelo estacionario tal que

exp ( —ﬁH(D)} |

Z(B)

es decir, una mezcla de modelos canénicos a distintas temperaturas.

P(T|s) = [ dpP(Is) [

C. Beck, E. G. D. Cohen. Phys. A 322, 267-275 (2003).
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Superestadistica

0.301
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Superestadistica

exp (— pH(T))
Z(p)

Podemos escribir la funcién de ensemble en superestadistica como

P(T|s) = [ dpP(Is) [ ©

p(E:5) = [~ apr(pls) |5 = ["aps(pis) exp(—pe)

es decir, p es la transformada de Laplace de la funcion de peso

£(gis) = SES. (10

Para que un modelo sea superestadistico, p debe ser
la transformada de Laplace de alguna funcién f > 0

C. Beck, E. G. D. Cohen. Phys. A 322, 267-275 (2003).
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Superestadistica

El valor esperado de un observable G en superestadistica se obtiene segun

‘(G%::AwdﬁNﬁBXGm ]

El modelo candnico es un caso particular de superestadistica, donde

P(BlBo) = 6(B — Bo), (11)

es decir, existe una Unica temperatura inversa Sy posible, y de esta forma

(G)s = (G,
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Superestadistica: un ejemplo

Suponiendo una distribucién gamma de temperatura inversa

11
P(Blu, Bs) = uﬁsrl(uu)exf’ (- ul};) <u§s) (12)

para un gas ideal de N particulas tenemos que

exp (— BH(T))

P(Tlu Bs) = | dBP(Blu Bs) -7

] a1 (13)
= 7oy [1+ (1= DBHD)|
que es un modelo g-canénico con
2u
1=t raNu e
bo=ps (1+ 75" (15)
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La temperatura fundamental en superestadistica

Recordemos que

Bs == (Ba)s = (Br)s (16)
(Ba)s = [ dBP(BIS) (Ba)y = [ dBPBISIB=(B)s (17
—ﬁ
Luego, también se tiene que
Bs = <,3>s (18)
Ademas podemos demostrar que
0
Br(E;S) = == Inp(E;S) = (B)g s (19)

esto es, Br es la media de f dada una energia E en el modelo S.
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Condiciones para la validez de la superestadistica

En superestadistica, se cumple que

BF'(E;S) = —((6B)*)p. 5 (20)

por lo tanto, una condicién necesaria para que un Br sea superestadistico es

BF'(E;S) <0
Demostracion:
p(E:S) = | dBF(8;S) exp(~pE)
uego fr'(E:S) = 5 | [~ apr(p:5) 2L L g

(
f(85) eXP } g2 _0(ES) 1)
= d
[ )ﬁ)
—P(ﬁ\ES —ﬁF(E S)
_<ﬁ2>E,s+<:B>E,s = _<(‘55) >E,S u
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El modelo gaussiano, revisitado

exp ( — BoE — A(E — Eo)?)
14(Bo, Eo)

p(E; A, Bo, Eo) = , A>0 (22)

‘BF(E;A, ,Bo, Eo) = ‘30 + ZA(E — Eo)

ﬁFI(E;A, ‘30, Eo) =2A Z 0. 8

00 25 . f . 5 15.0

[ iEl modelo gaussiano con A > 0 es incompatible con superestadistica! ]

Esto incluye al modelo microcanénico (A — o).
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El modelo g-candnico, revisitado

-

1 1—
p(EiPod) = 7753 1+ 1)[3015]+ (23)
Br(E; Bo,q) = H(qlg—ol)ﬁoE 0:25
e (=g o
BF'(E; Bo,q) = (1-0—((]—1)50E>2 lo.lo
= (1-q)Br(E; 50/‘1)2 0.05

sgn (Br') = sgn (1 —q)

iEl modelo g-canonico sélo es compatible
con superestadistica para g > 1!
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Una clasificacidon de modelos estacionarios

[ U = (3Brdpa)s ]

modelos
supercanénicos
|

Superestadistica

(covarianza de temperaturas inversas)

modelos
subcandnicos

En superestadistica,
U= ((6B)?*)s >0
y el modelo candnico tiene

Uu=0.

S. Davis. Phys. A 608, 128249 (2022).
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Regiones supercandnica y subcanonica

Modelo g-canénico

para Q(E) = QgE* setiene  Ba(E) = %
Bs=po(1—(g—1)(x+1)) 2.0y
Limite de Lutsko y Boon: 011
. =
qg<1+ 1 -0.21
-0.31
(B =1)
1-(g—=1)(x+1) 04056 008 100 102 104 106 108

[ sgnU =sgn(g—1) ]

J. F. Lutsko, J. P. Boon. EPL 95, 020006 (2011).
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Invariantes en estados estacionarios

P(T4,Tg|S) = p(Ha(Ta) + Hp(Tg)) (24)

Environment
B

Target system . =

U4 — (B
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Invariantes en estados estacionarios: Consecuencias

Environment
\ B
Target system . Uu=u
A
U=u

» No es posible que dos sistemas en contacto con distinto ¢/ alcancen un
estado estacionario

» Si un sistema es subcandnico (U4 < 0), ni él ni sus subsistemas pueden
ser descritos por superestadistica
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Conclusiones

» Es posible definir una temperatura inversa s de manera consistente
para un modelo estacionario

» Superestadistica es una clase de modelos estacionarios donde existe
una temperatura fluctuante o incierta

» La cantidad U/ distingue entre dos clases de modelos, supercandnicos 'y
subcandnicos

» Los modelos superestadisticos son supercandnicos (U4 > 0) y son
incompatibles con el modelo microcandnico

» Tanto Bs como U son invariantes ante una separacion sistema / entorno
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Modelos estacionarios

Demostracion:

Si llamamos p(E) := P(E|S), usando la regla de la marginalizacién tendremos
P(T|S) = /Ooo dEP(T,E|S) = /000 dE P(T|E)P(E|S), (25)

donde P(T'|E) es el modelo microcanénico,
P(T|E) = w. (26)

Reemplazando, tenemos

p(ris) = [~ e [(”‘)] )= O uqryis) m
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Invariantes en estados estacionarios

Demostracion:

P(EA,EB|S) = p(EA JrEB,'S)QA(EA)QB(EB) (27)
d

<aEAll’1P(EA,EB|S)>S =0 (28)
0 InP(Es, EplS) = = Inp(Ea +Ep;S) + ——InQa(Ex)  (29)

9E4 AEBIR) T g, NPT RS G, A

=—PBr(Ea+EE;S) =% (E4)

(Be(Ea+EnS)) = (B3), (30)
<,3F(EA+EB;5)>S :< g)>s (31)
(2')s = ()5 (@)
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La temperatura fundamental en superestadistica

Demostracion:

De acuerdo al teorema de Bayes,

_ P(BIS)P(EIB) _  P(BIS) exp(—BE)OAE]
PRIES) =""bEs)  ~ pE5)0@E 20
f(ﬁrs) exp(—BE)
p(E;S) '
y de la definicion de Br y reemplazando la funcién p superestadistica,

PrEiS) = g nelES) = ~ ey [ aBI(ES) exp(—E)

=p(E;S)

_ f(B;S) 9 _ [® o [f(B;S) exp(—BE)
_7/ dﬁ ( )aEeXp(i‘BE)_,/o dﬁ{ p(E;S) :B

_ /0 ~ 4B P(BIE, 5)B = (B)gs H
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Microcanonico es incompatible con superestadistica

Demostracion:
De la ley de la varianza total puede deducirse que, en superestadistica,

((BE)*)g = (Vp)g + ((6Ep)*)g (33)

donde
Vg = ((6E)%), (34)
Eg = (E), (35)

Luego, si S fuera un modelo microcandnico, tendria que cumplirse

0= I<Vﬂ>sl+l<<5Eﬁ)2>sl (36)

>0 >0

que implicaria <(¢SE)2>/3 = 0 para todo B, y <E>5 independiente de B, y estas
condiciones son incompatibles con un modelo candnico.
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Invarianza de P(B|S) en superestadistica

Demostracion:

P(T4,T5|S) = /Oﬁﬁp(ms) {exp(—gg(f}%;r HB))]

donde Z4g(B) = Za(B)Zp(B).

P(T4]S) = [ dTgP(Ts,T5lS)

_ exp(—pHa)
/ GG l (B)Zs(B)

P(TAlS) = /:Zi;ap(ﬁm) [“P(—ﬁ”/*)]

ar —BHp)

Luego se tiene

ZA(B)

Es decir, P(B|S) es invariante, y como Bs y U son funcionales de P(B|S),

B —p® ) _y®) m
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