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Sistemas no térmicos

Muchos sistemas (entre ellos plasmas de laboratorio y espaciales) no siguen
las predicciones de la termodinamica en equilibrio.

Ejemplo: la velocidad de una particula deberia seguir la distribucion de
Maxwell-Boltzmann (canénica en velocidades):

3
P(olp) - ( ,fj;) exp (— 1)

y esto no se cumple. ;Qué temperatura tiene un plasma entonces?
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¢, Qué es temperatura? Tres «definiciones»

exp (— pH(T))
Z(p)

Ensemble canoénico, g := 1/ (kgT)

P(T|p) =

=50 = paE) = 2O
donde S(E) := kg In Q)(E).

Teorema de equiparticién:
K 3
\ <ﬁ>,5 — kT
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donde K =
; 2m;

(6)



Temperatura y las identidades de expectaciéon

La probabilidad de observar una energia E en equilibrio es

p(elp) = “ELIE.

dw d
y reemplazando

S InP(E) = —p+polE) = H?ﬁ;@[ﬁ—ﬁﬂ%’

(1)

Usando la identidad!

para cualquier* funcién w(E). Como w =1 = <ﬁ0>‘5 = B, la funcién B, es
3N -2

un estimador de temperatura. Equiparticién se obtiene con B (E) = >F

para el gas ideal,

WE)=E = (E),= 3;;’

1S. Davis, G. Gutiérrez. Phys. Rev. E 86, 051136 (2012).
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Temperatura en estados estacionarios no candnicos

Si P(T|S) depende s6lo de H(T'), entonces
P(r|S) =p(H(T)) = P(E|S) = p(E)QX(E)

y nuestra identidad de expectacién se generaliza a

(5¢), = (wlpe—pol),

donde hemos definido un nuevo estimador de temperatura,

Temperatura inversa fundamental

Br(E) := = Inp(E)

Usando w = 1, vemos que (Br)s = (Ba)s-
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Ejemplos de temperatura fundamental

Ensemble canédnico:

pE) = "B s pr(ip) - p

Ensemble g-candnico (Tsallis):

PELR) = 7 1+ -1 = BB P =

Ensemble gaussiano:

p(E;A Ep) =

U(AIEO)exp(—A(E—Eo)Z) = Br(EAE) = 2A(E—E)
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Superestadistica (Beck & Cohen, 2003)

Formaliza la idea de temperatura como variable aleatoria.
Existe una Unica manera consistente de formularla:

Prediccion superestadistica = (prediccién candnica)

Para una funcién arbitraria ¢ = ¢(T') se cumple

(8)s = (Gp)s (3)
con Gg := <g>ﬁ. Ejemplo: (H), = (Ep)g, Ep= <H>/5

Usando (3) con g(T') = 6(I' — Tp) se tiene que

P(Tols) = (P(Tol)), = [ dBP(IS) P(Tolp) = p(H(To)).  (4)

. =fp(#(To))
La funcién de ensemble p es

B)= [ a6 p(pls) | “EFE. ®)
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Temperatura fundamental en superestadistica

Tomando expectacion (e) sobre la identidad canénica,

(58),= (wls=pal), = (3F), = (lp~pal),

para superestadistica. Por otro lado P(E|S) = p(E)Q(E) conduce a

(55). = (wlpr—pal), Wego (wp)=tuwpa); = (wp)=(wpas
s
y se tiene (wp) s = (wPr), para toda w(E). Con w = 1 tenemos

5= <rBF>s = <:BQ>5 = <5>s (6)

mientras que w(z) = §(z — E) implica

[(Bes=#eE) )
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Incerteza y fluctuaciones de temperatura

Usando w(E) = Ba(E) en nuestra identidad de expectacion

(58), = (wlp=pal), )
obtenemos

(Ba')s = (BaB)s —Bs™ — (Ba)s+Bs” = ((6B)*)s — ((6Ba)*)s  (8)

| I |

:<'Bz>s

donde hemos usado w = 3 en (7) para reeemplazar (BBa)¢ = (B*)..

Varianza de p en superestadistica

((6B)*)s = U == ((6Bn)*)s + (Ba')s

De aqui se sigue que U > 0 en superestadistica, y & = 0 en equilibrio.
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Condiciones necesarias para tener superestadistica

Hemos definido una nueva cantidad ¢/ que depende de la estadistica de Bq,

[ U= ((60)*)s + (Ba)s |
Como U = 0 en equilibrio, se debe cumplir que
(Ba')p = —<(5!30)2>ﬁ <0 = (Ba')s<0
es decir, la capacidad calé6rica debe ser positiva. De aqui se sigue que

((68)*)s < ((6B0)?)¢- 9)

Por otro lado, usando ai InP(B|E,S) = Br(E) — B, tenemos

Br'(E) = Z 5B = (B nP(IES)) . = (B)hs — (B)ps= —((06)) s

y entonces superestadistica requiere | B¢’'(E) <0 | paratodo E.
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¢, Estados incompatibles con la superestadistica?

~

¢ Es posible tener estados estacionarios con U < 0? ]

\.

Usando la identidad general para estados estacionarios

<§°§> < [ﬁF—ﬁnD
con w1 (E) = Ba(E) por un lado, y w,(E) = B#(E) por otro, obtenemos
(Ba')s = (BrBa)g—Bs” — (Ba)g+ps> = U= (6prdfa)g
(Br')s = (Br*)s—Bs” — (BrPa)s+Bs” = [ = ((0Br)*)s — (Be')s ]

En superestadistica debe cumplirse ((38r)*) < ((68)*)s < ((6Bn)?)s-

Es posible tener & < 0 siempre y cuando B¢’ > 0.
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Ejemplo: el ensemble gaussiano

1
{ p(E;A Ey) = mexp (—A(E—Eo)?) ’

Br(E;A Eg) =2A(E—Ey)) =  BF(E)=24>0

Este ensemble no puede ser descrito por superestadistica.

U = ((0Br)) 5, — (B )ar, = 2A[24((E)) ,, — 1) (10)
Para Q(E) « E*, es posible demostrar que
U =244 (1‘<2>AEO<E>A£0> <0 (1)
y ademas
((6Ba)?)s > ((0BF)?)s- (12)

¢ Es el ordenamiento Q) > F una regla general de los estados estacionarios?
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Ejemplo: el ensemble g-canonico (Tsallis)

+ 1

‘ p(Eiqp) = 75 |1+ (1~ DBE]

/3P(E)_1+(qﬁ_1)ﬁE = PBF(E)=(1—q)Br(E)?

Este ensemble s6lo puede ser descrito por superestadistica para g > 1.

Para Q(E) = QpE*,

_ -1

g<1l: U <0; <(5,BQ)2>5 < <(5.BP)2>5
g>1: u=>0; <(5:BQ)2>5 > <(5/31:)2>5

Es como si los estados g4 < 1 fueran una inversion de los estados con g > 1...
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Una clasificacion de los estados estados estacionarios

Superestadistica

Modelos
Supercandénicos
I

Modelos
Subcandnicos
I

F>Q F<Q

|
|
|
|
|
|
|
I
Y
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Una ley de invarianza para U en subsistemas

SiP(T4,Tg|S) = p(Ha(Ta)+ Hp(Tp)) entonces Upp = Uy = Up.

Valido en general pero mas facil de demostrar en superestadistica:

exp(—B(Ha + Hs))
Zap(B)

Entorno P(rA,rBl.S) == /Oojiﬁp(ﬁ|5)
donde Zap(B) = Za(B)Zp(B)-
P(T4|S) = [ dTgP(T4, T5lS)
_ [ exp( /%)] .
/ dBP(B|S) 20 B1Zet6) Zp(B)
swisens p(14]5) = [“dpp(pls) | E LR

Z4(B)
Como U es un funcional de P(B|S), se tiene Uag = Us = Up.
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En resumen...

Un ensemble con P(T|S) = p(H(T)) tiene temperatura inversa fundamental:

0
Br(E) = —5=Inp(E) = (B),
Las distintas temperaturas (inversas) tienen igual valor de expectacion:

Bs = (Br)s = (Ba)s = (B)s

Las incertezas (fluctuaciones) de las temperaturas se relacionan a través de

= ((6Ba)?)s + (Ba')s = ((6B)%)s
ya que también se cumple
U= ((0r)*)s — (Br')g = (6BroBa)s
Para un sistema dividido en dos subsistemas Ay B tal que H = H4 + Hp,
Upap =Up = Up
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