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Motivación: Plasmas fuera del equilibrio
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Distribuciones de velocidad en plasmas
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Origen de la distribución Maxwelliana

Γ := (r1, . . . , rN ,p1, . . . ,pN)
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p2
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2mi
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1

kBT
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Estadística no extensiva de Tsallis

Predice leyes de potencia en lugar de exponenciales:

P(Γ|β) =
exp

(
− βH(Γ)

)
Z (β)

→ P(Γ|β0, q) =
1

Zq(β)

[
1 + (q − 1)β0H(Γ)

] 1
1−q

Para esto:

▶ Reemplaza la entropía de Gibbs por la llamada “q-entropía” (entropía de Tsallis),

S := −
∫

dΓ p(Γ) ln p(Γ) → Sq :=
1

q − 1

(
1 −

∫
dΓ p(Γ)q

)
▶ Reemplaza la operación expectación por una “q-expectación” (distribución escolta),

〈
A
〉

p =

∫
dΓ p(Γ)A(Γ) →

〈〈
A
〉〉

=

∫
dΓ p(Γ)qA(Γ)∫

dΓ p(Γ)q
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Superestadística

Superestadística explica las distribuciones no
canónicas sin modificar la entropía de Gibbs.

Para esto postula modelos que son mezclas de equilibrios canónicos:

exp
(
− βH(Γ)

)
−→

∫ ∞

0
dβ f (β) exp

(
− βH(Γ)

)
C. Beck, E. G. D. Cohen, Physica A 322, 267-275 (2003).
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Superestadística: una explicación basada en la probabilidad

La idea central:

Al microestado Γ se agrega una nueva variable (¿dinámica?) β, tal que

Γ → (Γ, β)

Es decir, reemplazamos la distribución de microestados P(Γ|λ) por la
distribución conjunta P(Γ, β|λ).

Aquí λ representa el conjunto de parámetros particulares del modelo
superestadístico a considerar.

P(Γ, β|λ) = P(Γ|β)× P(β|λ) =
exp

(
− βH(Γ)

)
Z (β)

× P(β|λ) (1)

P(Γ|λ) =
∫ ∞

0
dβ P(Γ, β|λ) =

∫ ∞

0
dβ P(β|λ)

[
exp

(
− βH(Γ)

)
Z (β)

]
(2)
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Temperaturas asociadas a la distribución kappa

Las distribuciones superestadísticas de velocidades son de la forma

P(v |λ) =
∫ ∞

0
dβ P(β|λ)

[(
mβ

2π

) 3
2

exp

(
−β

mv2

2

)]
,

por lo que constituyen deformaciones de la distribución Maxwelliana.

Si postulamos que P(β|λ) es una distribución gamma,

P(β|u, βS) =
1

uβSΓ(1/u)
exp

(
− β

uβS

)(
β

uβS

) 1
u −1

0 ≤ u < 1

obtenemos la distribución kappa en la forma

P(v |u, βS) =
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) 3
2 Γ
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S. Davis, G. Avaria, B. Bora, J. Jain, J. Moreno, C. Pavez, L. Soto. Phys. Rev. E 108, 065207 (2023).
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Parametrización invariante de la distribución kappa

P(v |κ, vth) ∝

[
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1
κ− 3

2

v2

v2
th

]−(κ+1)

P(v |u, βS) ∝
[
1 + uβS

mv2

2

]−( 1
u + 3

2 )

Los parámetros originales (κ, vth) de la distribución kappa se obtienen como

κ =
1
u
+

1
2

mv2
th

2
=

1
(1 − u)βS

y vemos que u → 0 es equivalente a κ → ∞ (Maxwelliana).

Los parámetros u y βS pueden definirse para cualquier superestadística, como

βS :=
〈
β
〉
λ

u :=

〈
(δβ)2〉

λ

(βS)2 (3)

y de hecho son independientes del número de partículas.
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Distribución kappa para N partículas

La distribución kappa para una partícula

P(v |u, βS) =

(
muβS

2π

) 3
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se generaliza al caso de N partículas como

P(v1, . . . , vN |u, βS) =
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(5)

por lo que tiene sentido definir el índice kappa de N partículas,

κN :=
1
u
+

3N
2

− 1 = κ+
3(N − 1)

2
(6)

De (5) podemos ver que

P(v1, . . . , vN |u, βS) ̸=
N∏

i=1

P(vi |u, βS)

excepto para u = 0, luego dos velocidades vi , vj (i ̸= j) están correlacionadas.
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Muestreo de Gibbs

Permite generar muestras de variables (X ,Y ) cuando la distribución conjunta P(X ,Y |λ) no se conoce, o es
complicada de tratar.

En lugar de ésta, sólo se necesitan las distribuciones condicionales P(X |Y ,λ), P(Y |X ,λ).

Algoritmo:

(1) Comenzamos con una semilla (x0, y0), inicializamos t = 0

(2) Generamos xt+1 usando la distribución condicional P(X |Y = yt ,λ)

(3) Generamos yt+1 usando la distribución condicional P(Y |X = xt+1,λ)

(4) Guardamos la muestra (xt+1, yt+1)

(5) Hacemos t = t + 1 y volvemos a (2)

¿Podemos usar esta idea para generar velocidades kappa con las correlaciones correctas?
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Generación de velocidades kappa para N partículas

Desafío:

Generar muestras de v1, . . . , vN de acuerdo a la distribución kappa de N partículas

P(v1, . . . , vN |u, βS) =

(
m̃uβS

2π

) 3N
2 Γ

( 3N
2 + 1
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Γ
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2 )

Solución: muestreo de Gibbs por medio de las distribuciones Maxwellianas

P(v1, . . . , vN |β) =
N∏

i=1

P(vi |β), P(vi |β) =
(

miβ

2π

) 3
2

exp

(
−β
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)
y la distribución de temperatura (inversa) dado el conjunto de velocidades del sistema,

P(β|v1, . . . , vN , u, βS) =
1

β0 Γ(κN + 1)
exp

(
− β

β0

)(
β

β0

)κN

. (7)

que es una distribución gamma con κN :=
1
u
+
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2

− 1 β0 :=
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)
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Algoritmo: Muestreo de Gibbs para N partículas kappa

(1) Inicializamos el sistema con β = βS

(2) Para cada i desde 1 hasta N:

Generamos la nueva velocidad vi usando la Maxwelliana P(vi |β)
Guardamos vi

(3) Calculamos β0 usando las N velocidades actuales

(4) Actualizamos β sacándolo de la distribución P(β|κN , β0)

(5) Volvemos a (2)

El muestreo de Gibbs garantiza que β se distribuye de acuerdo a P(β|u, βS).

Notemos que β es una variable auxiliar que se obtiene a partir de

P(β|κN , β0) =
1

β0 Γ(κN + 1)
exp

(
− β

β0

)(
β

β0

)κN

donde κN :=
1
u
+

3N
2

− 1, β0 :=
uβS

1 + uβS

(∑N
i=1

mv2
i

2

)
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Distribuciones de velocidad kappa mediante muestreo de Gibbs
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Distribuciones de temperatura inversa mediante muestreo de Gibbs
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¿Cuál es la relación entre β y las velocidades?

En superestadística existe la distribución conjunta

P(V , β|u, βS) = P(β|u, β,S)
N∏

i=1

(
miβ

2π

) 3
2

exp

(
−β

miv2
i

2

)
entre las velocidades v1, . . . , vN y la temperatura inversa β.

Es sabido∗ que β no es una función de las velocidades (en el sentido tradicional),
pero claramente β está muy correlacionada con éstas.

¿Cuánta información acerca de β está contenida en las velocidades mismas?

∗ S. Davis, G. Gutiérrez. Phys. A 505, 864-870 (2018).
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Información mutua

La información mutua IXY entre dos variables X e Y se define como

IXY (λ) :=

〈
ln

[
P(X ,Y |λ)

P(X |λ)P(Y |λ)

]〉
λ

y mide la correlación entre ellas. Para cualquier par de variables X ,Y se cumple que

IXY (λ) ≥ 0, (8)

siendo cero únicamente en el caso en que X e Y son independientes, esto es, si

P(X ,Y |λ) = P(X |λ)P(Y |λ). (9)
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Ejemplo: Distribución gaussiana bivariante

P(X ,Y |µX , µY , σX , σY ,R) =
1

2πσXσY
exp

(
− 1

2
(
1 − R2

) [(x − µX

σX

)2

+

(
y − µY

σY

)2
]

+
R

1 − R2

(
(x − µX )(y − µY )

σXσY

)) (10)

donde R es el coeficiente de correlación de Pearson entre X e Y .

En este caso la información mutua está dada por

IXY (µX , µY , σX , σY ,R) = −1
2
ln
(

1 − R2
)
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Distancia al equilibrio en distribuciones superestadísticas

Consideremos la información mutua entre la temperatura inversa β y las velocidades V ,

D(λ) := Iβ,V (λ) =

〈
ln

[
P(V , β|λ)

P(V |λ)P(β|λ)

]〉
λ

. (11)

Podemos escribirla como una distancia (entropía relativa) entre la distribución superestadística y la
Maxwelliana, ya que

D(λ) = −
〈
ln

P(V |λ)
P(V |β)

〉
λ

= −
∫ ∞

0
dβ

∫
dVP(V , β|λ) ln P(V |λ)

P(V |β)

Esta función D(λ) sólo es mínima (e igual a cero) cuando λ representa un estado de equilibrio.

D(λ) = −
∫

dV P(V |λ) lnP(V |λ)

=entropía dado λ

−
∫ ∞

0
dβ P(β|λ)

[
−
∫

dVP(V |β) lnP(V |β)
]

=entropía dado β

(12)

S. Davis. J. Phys. A: Math. Theor. 57, 295004 (2024).
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Distancia al equilibrio en distribuciones kappa

Para el caso de la distribución kappa, la distancia al
equilibrio está dada por

D(u;N) = F
(1

u
+

3N
2

)
− F

(1
u

)
− 3N

2

y vemos que no depende de βS , sólo de u.

Aquí hemos definido la función auxiliar F (z) como

F (z) := z
∂

∂z
ln Γ(z)− ln Γ(z).

Esto hace posible entender u (también κ) como un “sustituto” de la distancia al equilibrio D(u)

D(u;N) ≈ 1
2
ln

(
1 +

3Nu
2

)
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Correlación entre energías cinéticas

P(k1, k2|u, βS) =
4
π
(βS)

3(1 + u)(1 + 2u)
√

k1k2

[
1 + uβS(k1 + k2)

]−( 1
u +3)

P(ki |u, βS) =
2√
π
(uβS)

3
2
Γ
( 3

2 + 1
u

)
Γ
( 1

u

) [
1 + uβSki

] 1
u + 3

2
√

ki
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Correlación entre energías cinéticas

R(u) =

〈
δk1δk2

〉
u,βS〈

(δk1)2
〉

u,βS

=
3u

2 + u
=

3
2κ

Ik1,k2(u) = 2F
(

1
u
+

3
2

)
− F

(
1
u

)
− F

(
1
u
+ 3
)

= 2D(u; 1)−D(u; 2)
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Conclusiones

▶ La superestadística proporciona una formulación elegante para las distribuciones kappa

▶ La distribución kappa puede escribirse en términos de parámetros invariantes u y βS , donde u mide la
incerteza acerca de la temperatura

▶ La distancia al equilibrio en un plasma con distribuciones kappa se corresponde uno-a-uno con el
parámetro u, y por tanto, también con κ

▶ Con el muestreo de Gibbs es posible generar velocidades kappa eficientemente y preservando las
correlaciones entre partículas, usando sólo números aleatorios gaussianos y gamma
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