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Motivacion: Plasmas fuera del equilibrio
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Distribuciones de velocidad en plasmas
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Origen de la distribucién Maxwelliana

Entropia de Boltzmann-Gibbs
S = —kp [dT p(T) Inp(T)

F::(r17"'7rN7p17"’7pN) ¢

Restricciones
(H) = [ dT p(DYH(T) = Ey

N p?
H(F):Z;:’nl—f—q)(ﬂ,...,r/v) ¢
i=1 !
5. 1 Distribucion Candnica
kT p(T; 8) = zig exp (— AH(T))
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Estadistica no extensiva de Tsallis

Predice leyes de potencia en lugar de exponenciales:

Py = XPEAHD) L g, )=

o [1+ (@ 1)8Hm)] ™

(ﬁ)

Para esto:

» Reemplaza la entropia de Gibbs por la llamada “g-entropia” (entropia de Tsallis),

—/dI‘p(l")Inp(I’) = S = q% (1 —/de(F)")

» Reemplaza la operacion expectacion por una “q-expectacion” (distribucién escolta),

J dT p(T)?A(T)

a),= [aramar ()= LR
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Superestadistica
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Para esto postula modelos que son mezclas de equilibrios canénicos:

oo (-pnm) — [ " dB(B)exp (— FH(T))

C. Beck, E. G. D. Cohen, Physica A 322, 267-275 (2003).
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Superestadistica: una explicacién basada en la probabilidad
La idea central:

Al microestado I' se agrega una nueva variable (¢ dinamica?) 3, tal que
r - @©p

Es decir, reemplazamos la distribucién de microestados P(T'|A) por la
distribucién conjunta P(T, 3|\).

Aqui X representa el conjunto de parametros particulares del modelo
superestadistico a considerar.

\

exp (— BH(T))

ZG X PN (1)

P(T, 5|A) = P(T'|8) x P(B|A) =

P(T|A) = /0°° 45 P(T, BIA) = /0‘” 48 P(SIN) [exp(;(/?)f(r))
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Temperaturas asociadas a la distribucion kappa

0.8
Las distribuciones superestadisticas de velocidades son de la forma 07 R,
3 > 0.6
o mg\ 2 mv
Pwix = a5 P | (2) e (<875 ) | 205
0 2 2 S04
por lo que constituyen deformaciones de la distribucion Maxwelliana. 03
0.2
0.1
Si postulamos que P(3|A) es una distribucion gamma, RO Al 3 A

=™ N

_ BN (BN
P(mwﬁs)—mexp (_T/J)s> (Tﬁs) J 0<u<1

obtenemos la distribucion kappa en la forma

Sr(e41 21-(5+%)
Pviu,5s) = ("5 ) r(;(f)u) |1+ uss™y | ’

S. Davis, G. Avaria, B. Bora, J. Jain, J. Moreno, C. Pavez, L. Soto. Phys. Rev. E 108, 065207 (2023).
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Parametrizacion invariante de la distribucion kappa

1=

1 V2 —(k+1)
P(V‘I{, Vth) X :|

mvz](hg)
K= 3 Vi

P(v|u, Bs) x [1 + uﬁsT

Los parametros originales («, vin) de la distribucion kappa se obtienen como

—+

2 (1-u)Bs

| =
N =

y vemos que u — 0 es equivalente a k — oo (Maxwelliana).

Los parametros u 'y Bs pueden definirse para cualquier superestadistica, como

(08)?
b=y, u= 0T ®

y de hecho son independientes del nimero de particulas.

sergio.davis@cchen.cl ( P2mc CCHEN) Distancia al equilibrio y correlacién en plasmas kappa 2do Congreso Chileno Fisica de Plasmas



Distribucion kappa para N particulas

La distribucién kappa para una particula

Sr(3at 27-(4+2)
P(v|u,Bs) = (m:fs) r (2 i “) [1 + Uﬁsﬂ] (4)

se generaliza al caso de N particulas como

mup %F(SN—P) N miv? ot %)
_ s 2 Ty iVi
Pl -eovalus o) = (T2 ) E e 1 uss D } )
por lo que tiene sentido definir el indice kappa de N particulas,
_1. 8N . 3(N-1)
=gt T l=et T ®)

De (5) podemos ver que

N
P(vi,...,vn|u, Bs) # [ [ P(vilu, Bs)

=1

excepto para u = 0, luego dos velocidades v;, v; (i # j) estan correlacionadas.
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Muestreo de Gibbs

Permite generar muestras de variables (X, Y) cuando la distribucién conjunta P(X, Y|A) no se conoce, o es
complicada de tratar.

En lugar de ésta, sblo se necesitan las distribuciones condicionales P(X|Y, A), P(Y|X,A).

Algoritmo:

(1) Comenzamos con una semilla (xo, yo), inicializamos t = 0

(2) Generamos x:.1 usando la distribucion condicional P(X|Y = y:, A)
(3) Generamos y;+1 usando la distribucion condicional P(Y|X = Xi41, A)
(4) Guardamos la muestra (Xi+1, ¥i+1)

(5) Hacemos t =t + 1y volvemos a (2)

¢Podemos usar esta idea para generar velocidades kappa con las correlaciones correctas?
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Generacién de velocidades kappa para N particulas

Desafio:
Generar muestras de v, ..., vy de acuerdo a la distribuciéon kappa de N particulas
- Sl 3N 1 N (1 g )
_ (muBs\E T (7 +3) m;vf
P(V1,...,VN|U,/BS)—< or ) r(% 1"‘“58; 2

Solucién: muestreo de Gibbs por medio de las distribuciones Maxwellianas

N 3\ 3 V2
P(vi,...,wlB) =] PvilB),  P(vlB)= (’Z’f) exp (*5%)
i=1

y la distribucion de temperatura (inversa) dado el conjunto de velocidades del sistema,

P(ﬂ|V1 , Un, U, ﬁs) ; exp /8 ﬁ " o (7)
o ’ Bol(kn+1) ~Bo/) \ Bo
que es una distribucién gamma con ‘ KN = 15 + % —1 ’ | Bo == lzﬁsN mv2) |
1+ uBs 5
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Algoritmo: Muestreo de Gibbs para N particulas kappa

(1) Inicializamos el sistema con 5 = s

(2) Para cada i desde 1 hasta N:
Generamos la nueva velocidad v; usando la Maxwelliana P(v;|()
Guardamos v;

(3) Calculamos 5 usando las N velocidades actuales

(4) Actualizamos 3 sacandolo de la distribucién P(8|xn, Bo)

(5) Volvemos a (2)

El muestreo de Gibbs garantiza que 3 se distribuye de acuerdo a P(S|u, Bs).
Notemos que 8 es una variable auxiliar que se obtiene a partir de

_ 1 B BN™
P(B|K/Naﬁ0) - ﬂO r(:‘iN ¥ 1) exp <7%) (%)

donde KN ‘= 15 + % _ ‘|7 /BO = U/BS

2 1+ ups (S )
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Distribuciones de velocidad kappa mediante muestreo de Gibbs
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Distribuciones de temperatura inversa mediante muestreo de Gibbs

u=0.01,Bs=125 u=0.05Bs=125 u=018s=125
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P(Blu, Bs)
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¢,Cual es la relacién entre 3 y las velocidades?

En superestadistica existe la distribucién conjunta

=

3\ 3 V2
P(V, Blu, Bs) = P(Blu, B, S) (Zﬂ) exp (_5m’2‘/’ )
i=1

entre las velocidades vy, ..., vy y la temperatura inversa S.

Es sabido* que /3 no es una funciéon de las velocidades (en el sentido tradicional),
pero claramente 3 esta muy correlacionada con éstas.

¢Cuanta informacion acerca de 3 esta contenida en las velocidades mismas?

* 8. Davis, G. Gutiérrez. Phys. A 505, 864-870 (2018).
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Informacién mutua

La informacién mutua Zxy entre dos variables X e Y se define como

‘ Tiv(A) = <'“ {%Dx J

y mide la correlacién entre ellas. Para cualquier par de variables X, Y se cumple que

Ixv(A) >0, (8)
siendo cero Unicamente en el caso en que X e Y son independientes, esto es, si

P(X, YIX) = P(X|IX)P(Y|X). (9)
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Ejemplo: Distribucion gaussiana bivariante

L 1 x = px\? y— v\
P(X’Y“X’“W’”Y’R’—zmay“p<z(uqz) K =) 5

+ 1 7RR2 ((X - M;)zi—yy_ uv)))

donde R es el coeficiente de correlacion de Pearson entre X e Y.

En este caso la informacién mutua esta dada por

1 Y 4
TIxy(ux, py,ox,0v, R) = — (1 = R2) ’

éln
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Distancia al equilibrio en distribuciones superestadisticas

Consideremos la informacién mutua entre la temperatura inversa 3 y las velocidades V,

2= 2= (o [t | ), "

Podemos escribirla como una distancia (entropia relativa) entre la distribucién superestadistica y la
Maxwelliana, ya que
P( VIA)> /°° / P(VIX)
DA)=—{In =— [ dB | dVP(V,B3|A)In
®=-(rzwn), =" | A )

Esta funcion D(A) solo es minima (e igual a cero) cuando A representa un estado de equilibrio.

D(A) = f/dVP(V|)\)In P(V|>\)7/Ooo dpg P(BIA) [f/dVP(VW)In P(V|B) (12)

=entropia dado A =entropia dado 3

S. Davis. J. Phys. A: Math. Theor. 57, 295004 (2024).
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Distancia al equilibrio en distribuciones kappa

Para el caso de la distribucién kappa, la distancia al 25
equilibrio esta dada por - — g
' N=5
1 3N 1 3N — N=10
‘ puM=F(G+3) - Fa)-F J =t — oo
y vemos que no depende de s, sélo de u. S10 B
Aqui hemos definido la funcién auxiliar F(z) como G
F(z) = z2 InT(z) —InT(2)
Y4 ‘ 00750 01 02 03 04 05

u

[ Esto hace posible entender u (también «) como un “sustituto” de la distancia al equilibrio D(u) J
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Correlaciéon entre energias cinéticas

(Bs)*(1 + u)(1 +2u)\/@[1 © uBs(hs + kz)]_(%a)
3 1 143
(uBs) r(rz(J:)U) [1 JFU/Bsk,'] u+2\/Ei

u

SIS

P(ki, k2|u, Bs) =

NI

P(kilu, Bs) =

2
=

™
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Correlacion entre energias cinéticas

0ki0ko
H(U) _ < 2>u,BS _ 23U _ 21
(Ok)?),, 2+u  2x
0.6
—— Theoretical
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0.4 ¢ Sampling, n=10° :/t/ v
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0.2
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0.0
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u
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Conclusiones

» La superestadistica proporciona una formulacién elegante para las distribuciones kappa

» La distribucién kappa puede escribirse en términos de pardmetros invariantes u y s, donde u mide la
incerteza acerca de la temperatura

» La distancia al equilibrio en un plasma con distribuciones kappa se corresponde uno-a-uno con el
parametro u, y por tanto, también con &

» Con el muestreo de Gibbs es posible generar velocidades kappa eficientemente y preservando las
correlaciones entre particulas, usando s6lo nimeros aleatorios gaussianos y gamma
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